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Introduction
Soient F un corps local non-archime´dien et G un groupe alge´brique connexe de´fini
sur F . Notons GAD le groupe adjoint. Bruhat et Tits ont de´fini l’immeuble Imm(GAD)
de ce groupe. Il est muni d’une de´composition en facettes et d’une action de G(F ) qui
respecte cette de´composition. A toute facette F sont associe´s plusieurs sous-groupes
ouverts de G(F ) : le groupe K†F des e´le´ments de G(F ) qui conservent F ; le sous-groupe
parahorique K0F de´fini par Bruhat et Tits, qui est un sous-groupe ouvert compact de
KF ; un certain sous-groupe pro-p-unipotent K
+
F de K
0
F qui est distingue´ dans K
†
F . Le
quotient N (F) = K†F/K
0
F est abe´lien et l’application de Kottwitz l’identifie a` un sous-
groupe d’un certain groupe abe´lien N inde´pendant de F . Pour ν ∈ N (F), notons KνF
l’image re´ciproque de ν dans KF . L’action sur l’immeuble d’un e´le´ment k ∈ K0F conserve
F point par point. Si ν 6= 0, l’action sur l’immeuble d’un e´le´ment k ∈ KνF conserve F
mais pas point par point en ge´ne´ral. On sait que F s’identifie a` un ouvert d’un espace
vectoriel re´el euclidien et qu’il existe une isome´trie σF ,ν de cet espace, conservant F et
telle que tout e´le´ment k ∈ KνF agisse dans F par cette isome´trie. On note F
ν le sous-
ensemble des points fixes de σF ,ν dans F . On note Fac∗max(G) l’ensemble des couples
(F , ν) forme´s d’une facette F de Imm(GAD) et d’un e´le´ment ν ∈ N (F), tels que Fν est
re´duit a` un point.
Soit π une repre´sentation lisse de longueur finie de G(F ) dans un espace complexe
V . Pour toute facette F , notons V K
+
F le sous-espace des invariants par K+F . Il est de
dimension finie. On dit que π est de niveau 0 si V est engendre´ par les sous-espaces V K
+
F
quand F de´crit les facettes de l’immeuble. Supposons π de niveau 0. Pour toute facette
F , le groupe K†F conserve V
K+
F et cette action se quotiente en une repre´sentation πF de
dimension finie du groupe K†F/K
+
F . Notons trace πF le caracte`re de cette repre´sentation.
On sait qu’il existe un groupe re´ductif GF sur Fq (le corps re´siduel de F ) tel que
K0F/K
+
F ≃ GF (Fq). Pour ν ∈ N (F), il existe un ”espace tordu” G
ν
F sous GF de sorte
que GνF(Fq) ≃ K
ν
F/K
+
F . En utilisant la the´orie des repre´sentations des espaces tordus,
on de´finit pour tout ν la projection cuspidale φπ,F ,ν,cusp de la restriction du caracte`re
trace πF a` K
ν
F/K
+
F . On peut conside´rer que c’est une fonction sur G(F ), a` support dans
KνF et biinvariante par K
+
F . Elle est invariante par conjugaison par K
†
F . Fixons une
mesure de Haar sur G(F ). Pour toute fonction f ∈ C∞c (G(F )), on pose
ΘGπ,cusp(f) =
∑
(F ,ν)∈Fac∗max(G)
∫
G(F )
f(g)φπ,F ,ν,cusp(g) dg.
Cette de´finition a un sens car on montre qu’il n’y a qu’un nombre fini de (F , ν) ∈
Fac∗max(G) tels que l’inte´grale ci-dessus ne soit pas nulle. Cela de´finit une distribution
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ΘGπ,cusp sur G(F ), qui est invariante par conjugaison. Pour tout sous-groupe de Levi M
de G (de´fini sur F ), notons L(M) l’ensemble des sous-groupes de Levi de G contenant
M . Fixons un sous-groupe de Levi minimal Mmin de G et, pour tout M ∈ L(Mmin),
notons WM le groupe de Weyl de M relatif a` Mmin. Fixons un sous-groupe parabolique
P de composante de Levi M et des mesures de Haar sur M(F ) et sur UP (F ), ou` UP est
le radical unipotent de P . On de´finit la repre´sentation πP de M(F ) dans le module de
Jacquet de π relatif a` P . Elle est de niveau 0. On de´finit la distribution ΘMπP ,cusp surM(F ).
On l’induit a` G(F ) de la fac¸on habituelle. C’est-a`-dire, pour toute f ∈ C∞c (G(F )) et tout
g ∈ G(F ), notons (gf)[P ] la fonction m 7→ δP (m)1/2
∫
UP (F )
f(g−1mug) du sur M(F ), ou`
δP est le module usuel. Des mesures fixe´es se de´duit une (pseudo-)mesure sur P (F )\G(F )
(pseudo car elle ne s’applique pas a` des fonctions sur ce quotient mais a` des sections d’un
certain fibre´). On pose
indGM (Θ
M
πP ,cusp
)(f) =
∫
P (F )\G(F )
ΘMπP ,cusp((
gf)[P ]) dg.
Les distributions ΘMπP ,cusp et ind
G
M (Θ
M
πP ,cusp
) de´pendent du choix du sous-groupe parabo-
lique P . Mais disons qu’un e´le´ment g ∈ G(F ) est compact modulo Z(G) si l’image de g
dans GAD(F ) appartient a` un sous-groupe compact de ce groupe. Alors la restriction de
ΘMπP ,cusp aux e´le´ments de M(F ) qui sont compacts modulo Z(G) ne de´pend pas de P et
la restriction de indGM (Θ
M
πP ,cusp
) aux e´le´ments de G(F ) qui sont compacts modulo Z(G)
n’en de´pend pas non plus.
On de´finit le caracte`re-distribution Θπ par Θπ(f) = trace π(f) pour toute f ∈
C∞c (G(F )). Notre re´sultat principal est le suivant.
The´ore`me. Soit π une repre´sentation lisse de G(F ) de longueur finie et de niveau 0.
Soit f ∈ C∞c (G(F )), supposons que le support de f est forme´ d’e´le´ments de G(F ) qui
sont compacts modulo Z(G). Alors on a l’e´galite´
Θπ(f) =
∑
M∈L(Mmin)
|WM ||WG|−1indGM(Θ
M
πP (M),cusp
)(f),
ou`, pour tout M , on a fixe´ un sous-groupe parabolique P (M) de composante de Levi M .
Pour π comme ci-dessus, on sait graˆce a` Harish-Chandra que Θπ est une distribution
localement inte´grable, associe´e a` une fonction localement inte´grable θπ sur G(F ), loca-
lement constante sur les e´le´ments semi-simples fortement re´guliers. Soit M ∈ L(Mmin),
notons M(F )ell le sous-ensemble des e´le´ments de M(F ) qui sont semi-simples, fortement
re´guliers dans G(F ) et elliptiques dans M(F ). On note AM le plus grand sous-tore du
centre de M qui soit de´ploye´ sur F . Pour (F , ν) ∈ Fac∗max(G) et m ∈M(F )ell, on de´finit
en suivant Arthur l’inte´grale orbitale ponde´re´e JGM(m,φπ,F ,ν,cusp), modulo certains choix
de mesures. Fixons un ensemble de repre´sentants Fac∗max(G) des classes de conjugai-
son par G(F ) dans Fac∗max(G). Le the´ore`me ci-dessus se traduit plus concre`tement par
l’e´nonce´ suivant, ou` DG est l’habituel discriminant de Weyl.
The´ore`me. Soit π une repre´sentation lisse de G(F ) de longueur finie et de niveau 0.
Soit M ∈ L(Mmin) et soit m ∈ M(F )ell. Supposons que m soit compact modulo Z(G).
Alors on a l’e´galite´
θπ(m) = D
G(m)−1/2
∑
L∈L(M)
(−1)dim(AM )−dim(AL)
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∑
(FL,ν)∈Fac
∗
max(L)
mes(AL(F )\K
†
FL
)−1JLM(m,φπP (L)FL,ν,cusp).
En utilisant un re´sultat bien connu de Casselman, on obtient une expression plus
ge´ne´rale pour θπ(m) pour tout m ∈ M(F )ell (c’est-a`-dire sans supposer de condition de
compacite´ modulo Z(G)). Cf. paragraphe 18 pour l’e´nonce´ pre´cis.
Si on se limite aux e´le´ments de G(F )ell, le re´sultat ci-dessus co¨ıncide avec le the´ore`me
II.4.16 de [14]. Dans le cas ou` π est une repre´sentation cuspidale, Arthur a montre´ que
le caracte`re-fonction θπ e´tait e´gale a` l’inte´grale orbitale ponde´re´e d’un certain coefficient
de π, cf. [1]. Il a obtenu une expression qui vaut plus ge´ne´ralement pour π de la se´rie
discre`te (ou meˆme elliptique en son sens), cf. [2] the´ore`me 5.1. Mais il utilise alors non
pas des inte´grales orbitales ponde´re´es mais leurs versions invariantes, qui sont beaucoup
plus difficilement calculables. Ici, on ne suppose pas que π est de la se´rie discre`te mais
on impose une condition assez se´ve`re : π est de niveau 0.
Notre re´sultat s’inspire beaucoup de l’article de Courte`s [8]. Disons qu’une fonction
f ∈ C∞c (G(F )) est de niveau 0 si elle est combinaison line´aire de fonctions f
′ pour
lesquelles il existe une facette F ′ de sorte que f ′ soit biinvariante parK+F ′. Courte`s a e´tabli
un the´ore`me similaire a` notre premier the´ore`me ci-dessus pour des distributions a` support
dans les e´le´ments compacts modulo Z(G), que l’on restreint a` des fonctions de niveau
0. En un sens, notre re´sultat est dual de celui de Courte`s : ce sont les distributions que
l’on suppose ”de niveau 0” et on les restreint a` des fonctions a` support compact modulo
Z(G). Si on travaillait sur l’alge`bre de Lie et non pas sur le groupe, il est probable que
notre re´sultat se de´duirait de celui de Courte`s par transformation de Fourier. En fait,
nos preuves reprennent assez souvent celles de Courte`s. On ajoute de plus un ingre´dient
essentiel : la re´solution de π introduite par Schneider et Stuhler, cf. [14], dans une version
ame´liore´e par Meyer et Solleveld, cf. [12]. Elle permet d’exprimer Θπ a` l’aide des fonctions
trace πF . Le reste de la preuve n’est rien d’autre qu’un calcul combinatoire.
Je remercie beaucoup B. Lemaire pour diverses explications et re´fe´rences concernant
la the´orie des immeubles. Je remercie e´galement J.-F. Dat pour m’avoir indique´ une
re´ference tre`s utile.
1 Notations
Soit G un groupe re´ductif connexe de´fini sur un corps k. Tous les sous-groupes
alge´briques de G que nous conside´rerons sont suppose´s de´finis sur k. On note Z(G)
le centre de G et AG le plus grand sous-tore de Z(G) qui est de´ploye´ sur k. On ap-
pelle sous-groupe de Levi de G une composante de Levi d’un sous-groupe parabolique
de G. Pour un tel sous-groupe M , on note L(M), resp. P(M), F(M), l’ensemble des
sous-groupes de Levi contenant M , resp. celui des sous-groupes paraboliques de G de
composante de Levi M , resp. celui des sous-groupes paraboliques de G contenant M .
Pour un sous-groupe parabolique P de G, on note UP son radical unipotent. On note
GAD le groupe adjoint de G.
Les objets ci-dessus, ainsi que d’autres de´finis plus loin, de´pendent du groupe G. Le
cas e´che´ant, on ajoutera un G dans leur notation pour pre´ciser ce groupe ”ambiant” :
LG(M) au lieu de L(M). Les objets analogues relatifs a` un autre groupe H seront alors
note´s en remplac¸ant la lettre G par H : par exemple, si L est un sous-groupe de Levi
3
de G et M est un sous-groupe de Levi de L, LL(M) est l’ensemble des sous-groupes de
Levi de L contenant M .
Un espace tordu sous G est une varie´te´ alge´brique Gν sur k munie de deux actions de
G a` gauche et a` droite telles que, pour chacune des actions, Gν soit un espace principal
homoge`ne. On impose que Gν(k) 6= ∅. Pour tout x ∈ Gν , il existe un unique automor-
phisme adx de G e´changeant les actions de G a` gauche et a` droite, c’est-a`-dire tel que
adx(g)x = xg pour tout g ∈ G. La restriction de adx a` Z(G) ne de´pend pas de x et on im-
pose que cet automorphisme de Z(G) soit d’ordre fini. Soit P un sous-groupe parabolique
de G de composante de Levi M . On note P ν l’ensemble des x ∈ Gν tels que adx conserve
P et Mν l’ensemble des x ∈ P ν tels que adx(M) = M . Les quatre conditions suivantes
sont e´quivalentes : P ν 6= ∅ ; P ν(k) 6= ∅ ; Mν 6= ∅ ; Mν(k) 6= ∅. Si elles sont ve´rifie´es, on
dit que P ν est un sous-espace parabolique de P ν et que Mν est un sous-espace de Levi.
Remarquons que Mν n’est pas de´termine´ par M , il de´pend aussi de P . Par contre, Mν
de´termine M : M est l’ensemble des g ∈ G tels que la multiplication par g, a` droite ou a`
gauche, conserve Mν . Dans le cas ou` P est un sous-groupe parabolique minimal etM est
un sous-groupe de Levi minimal, les conditions pre´ce´dentes sont toujours ve´rifie´es. On
ge´ne´ralise a` ces espaces les notations introduites plus haut : L(Mν), P(Mν) et F(Mν).
Si A est un tore de´fini et de´ploye´ sur k, on note X∗(A) le groupe des homomorphismes
alge´briques de GL(1) dans A et X∗(A) le groupe des homomorphismes alge´briques de A
dans GL(1). En particulier, on dispose du groupe X∗(AG). On pose AG = X∗(AG)⊗ZR.
La de´finition de X∗(A) se ge´ne´ralise au cas ou` A est un sous-groupe ferme´ pas force´ment
connexe d’un tore comme ci-dessus.
2 Fonctions sur les groupes finis
Soient G un groupe re´ductif de´fini sur un corps fini Fq et G
ν un espace tordu sous
G. On note C inv(Gν) l’espace des fonctions de Gν(Fq) dans C qui sont invariantes par
conjugaison par G(Fq). Soit M
ν un sous-espace de Levi de Gν . On de´finit les homomor-
phismes
resG
ν
Mν
: C inv(Gν)→ C inv(Mν)
indG
ν
Mν
: C inv(Mν)→ C inv(Gν)
de la fac¸on suivante. On fixe un sous-espace paraboliquePν ∈ P(Mν). Pour f ∈ C inv(Gν)
et m ∈Mν(Fq), on pose
resG
ν
Mν
(f)(m) = |UP(Fq)|
−1
∑
u∈UP(Fq)
f(mu).
Pour f ∈ C inv(Mν), on de´finit d’abord une fonction f [Pν ] sur Gν(Fq). Elle est a` support
dans Pν(Fq). Pour m ∈ Mν(Fq) et u ∈ UP(Fq), on a f [Pν ](mu) = f(m). Pour g ∈
Gν(Fq), on pose
indG
ν
Mν
(f)(g) = |P(Fq)|
−1
∑
x∈G(Fq)
f [Pν](x−1gx).
Il est connu que ces de´finitions ne de´pendent pas du choix de Pν . On dit qu’une fonction
f ∈ C inv(Gν) est cuspidale si et seulement si resG
ν
Mν
(f) = 0 pour tout espace de Levi
propre Mν . On note C invcusp(G
ν) le sous-espace des fonctions cuspidales. Il est connu que
cet espace est un supple´mentaire dans C inv(Gν) de la somme (non directe) sur tous les
4
espaces de Levi propres Mν des images des homomorphismes indG
ν
Mν
, cf. [8] proposition
1.1. Cela de´finit une projection C inv(Gν) → C invcusp(G
ν) que l’on appelle la projection
cuspidale. Plus ge´ne´ralement, soitMν un espace de Levi. On note projcusp,Mν la compose´e
de resG
ν
Mν
et de la projection cuspidale C inv(Mν)→ C invcusp(M
ν). Si Mν1 et M
ν
2 sont deux
espaces de Levi et si g ∈ G(Fq) conjugue Mν1 en M
ν
2 , la conjugaison par g envoie
naturellement C invcusp(M
ν
1) sur C
inv
cusp(M
ν
2). Il est clair que la compose´e de projcusp,Mν1 et de
cet isomorphisme est e´gale a` projcusp,Mν2 . Pour tout espace de LeviM
ν , notons nG(Mν) le
nombre d’e´le´ments du quotient du groupe NormG(Fq)(M
ν)/M(Fq), ou` NormG(Fq)(M
ν)
est le normalisateur de Mν dans G(Fq). Fixons un ensemble de repre´sentants Levi(G
ν)
des classes de conjugaison par G(Fq) de sous-espaces de Levi de G
ν . On ve´rifie que
(1) pour tout f ∈ C inv(Gν), on a l’e´galite´
f =
∑
Mν∈Levi(Gν)
nG(Mν)−1indG
ν
Mν
(projcusp,Mν(f)).
Plus ge´ne´ralement, si Lν est un sous-espace de Levi, on a
(2) pour tout f ∈ C inv(Gν), on a l’e´galite´
resG
ν
Lν
(f) =
∑
Mν∈Levi(Lν)
nL(Mν)−1indL
ν
Mν
(projcusp,Mν(f)).
On utilisera la formule suivante, qui est e´quivalente a` (1). Notons Par(Gν) l’ensemble
des sous-espaces paraboliques deGν (et non pas un ensemble de repre´sentants des classes
de conjugaison). Pour tout espace parabolique Pν , fixons un nombre z(Pν) ∈ R de sorte
que les conditions suivantes soient ve´rifie´es :
(3) la fonction Pν 7→ z(Pν) est constante sur les classes de conjugaison par G(Fq) ;
(4) pour tout espace de Levi Mν , on a
∑
Pν∈P(Mν) z(P
ν) = 1.
Alors
(5) pour tout f ∈ C inv(Gν), on a l’e´galite´
f =
∑
Pν∈Par(Gν)
z(Pν)(projcusp,Mν
P
(f))[Pν ],
ou`, pour chaque Pν , on a note´ Mν
P
une de ses composantes de Levi.
Preuve. Conside´rons la formule (1). Pour chaque Mν ∈ Levi(Gν), soit Qν ∈ P(Mν).
Par de´finition, on a
indG
ν
Mν
(projcusp,Mν(f)) =
∑
Pν
(projcusp,Mν
P
(f))[Pν],
ou` on somme sur les Pν ∈ Par(Gν) conjugue´s a` Qν . En vertu de (4), on peut sommer le
membre de droite sur Qν ∈ P(Mν), a` condition de multiplier chaque terme par z(Qν).
Graˆce a` (3), on obtient
indG
ν
Mν
(projcusp,Mν(f)) =
∑
Pν∈Par(Gν)
z(Pν)c(Pν,Mν)(projcusp,Mν
P
(f))[Pν ],
ou` c(Pν,Mν) est le nombre d’e´le´ments Qν ∈ P(Mν) qui sont conjugue´s a` Pν . Mais, pour
Pν fixe´, il y a un unique Mν ∈ Levi(Gν) tel que c(Pν ,Mν) soit non nul et, pour celui-ci,
on a c(Pν,Mν) = nG(Mν). Alors (5) se de´duit de (1). 
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3 Le groupe et son immeuble
Pour la suite de l’article, on fixe un corps local non-archime´dien F de caracte´ristique
nulle et un groupe alge´brique connexe G de´fini sur F . On note Fq le corps re´siduel
de F , avec la notation usuelle : q est le nombre d’e´le´ments de ce corps. On note p la
caracte´ristique de Fq. Introduisons le centre Z(Gˆ) du dual de Langlands Gˆ de G. Ce
sont des groupes complexes. Le groupe Z(Gˆ) est muni d’une action du groupe de Galois
Γ = Gal(F¯ /F ), ou` F¯ est une cloˆture alge´brique de F . On note I ⊂ Γ le sous-groupe
d’inertie et Z(Gˆ)I le sous-groupe des points fixes par I dans Z(Gˆ). Le groupe Γ/I agit sur
X∗(Z(Gˆ)I). On noteN = X∗(Z(Gˆ)I)Γ/I le sous-groupe des invariants et wG : G(F )→ N
l’homomorphisme de´fini par Kottwitz. Cet homomorphisme est surjectif, cf. [10] 7.7. Le
sous-groupe de torsion Ntors est fini.
On note Imm(GAD) l’immeuble de GAD sur F . Cet ensemble se de´compose en re´union
disjointe de facettes, on note Fac(G) l’ensemble de ces facettes. Le groupe G(F ) agit sur
Imm(GAD). Pour F ∈ Fac(G), notons K
†
F le stabilisateur de F dans G(F ).
Remarque 1. Soulignons qu’un e´le´ment de ce groupe conserve la facette F mais
ne fixe pas force´ment tout point de cette facette. La litte´rature immobilie`re conside`re
souvent des fixateurs plutoˆt que des stabilisateurs. Par contre, elle conside`re des fixateurs
de sous-ensembles compacts de l’immeubles qui ne sont pas force´ment des facettes. Notre
groupe K†F est un tel fixateur. En effet, comme on le sait et comme on le rappellera au
paragraphe 4, F s’identifie naturellement a` un ouvert d’un espace affine re´el muni d’une
distance euclidienne. Alors K†F est le fixateur du barycentre de F .
L’image K†F/Z(G)(F ) de K
†
F dans GAD(F ) est un sous-groupe compact de GAD(F ).
Pour tout ν ∈ N , on note KνF l’ensemble des x ∈ K
†
F tels que wG(x) = ν. On note N (F)
le sous-groupe des ν ∈ N tels que KνF 6= ∅. Le plus grand sous-groupe compact de K
†
F
est la re´union des KνF pour ν ∈ N (F) ∩ Ntors. L’ensemble K
0
F est un groupe, c’est le
groupe parahorique associe´ a` F .
Remarque 2. Cette description des groupes parahoriques est tire´e de [11] 2.16 (mal-
heureusement non publie´) et de [9] proposition 3 et remarque 4. Cette dernie`re re´fe´rence
s’applique en vertu de la remarque 1 ci-dessus.
Bruhat et Tits ont de´fini un sous-groupe K+F de K
0
F qui est distingue´ dans K
†
F et
pro−p-unipotent et un groupe re´ductif connexe GF sur Fq de sorte que K0F/K
+
F soit
isomorphe a` GF(Fq). Pour ν ∈ N (F), il existe un espace tordu G
ν
F sous GF de sorte
que KνF/K
+
F s’identifie a` G
ν
F(Fq), cf. [11] proposition 2.10.3. Dans le cas ou` ν = 0, on a
G0F = GF .
Le groupe K0F fixe tout point de F . Pour ν ∈ N (F), il existe une permutation σF ,ν
de F telle que tout e´le´ment de KνF agisse sur F par cette permutation. Comme on l’a
rappele´ ci-dessus, F s’identifie naturellement a` un ouvert d’un espace affine re´el muni
d’une distance euclidienne. La permutation σF ,ν est une isome´trie. On note Fν le sous-
ensemble des e´le´ments de F qui sont fixe´s par σF ,ν . C’est donc l’intersection de F avec
un sous-espace affine. On note Fac∗(G) l’ensemble des couples (F , ν) ou` F ∈ Fac(G) et
ν ∈ N (F).
On dit qu’un e´le´ment de g ∈ G(F ) est compact modulo Z(G) si son image dans
GAD(F ) est contenue dans un sous-groupe compact de ce groupe. Cette condition est
e´quivalente a` ce qu’il existe (F , ν) ∈ Fac∗(G) tel que g ∈ KνF .
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4 Les facettes d’un appartement
Fixons un sous-groupe de Levi minimal Mmin de G. Posons A = AMmin et A =
AMMin = X∗(A) ⊗Z R. Notons NormG(F )(A) le normalisateur de A dans G(F ). Le
quotient W = NormG(F )(A)/Mmin(F ) est le groupe de Weyl W de G relatif a` A. Le
groupe W agit sur l’espace A. On munit celui-ci d’une norme euclidienne invariante par
cette action. On note Σ l’ensemble des racines re´duites de A dans G. A tout α ∈ Σ est
associe´ un sous-groupe radiciel Uα de G.
Au tore A est associe´ un appartement App(A) ⊂ Imm(GAD). C’est une re´union de
facettes, on note Fac(G;A) l’ensemble des facettes contenues dans App(A) et Fac∗(G;A)
l’ensemble des (F , ν) ∈ Fac∗(G) tels que F soit contenue dans App(A). L’appartement
App(A) s’identifie a` A/AG.
Remarque 1. Nous distinguons dans la notation App(A) et A/AG car App(A)
apparaˆıt comme un espace affine sur l’espace vectoriel A/AG. Les actions naturelles
sur App(A) sont affines tandis que celles sur A/AG sont line´aires. Pour deux e´le´ments
x, y ∈ App(A), nous conside´rerons x− y comme un e´le´ment de A/AG.
Remarque 2. La the´orie ge´ne´rale des immeubles fait intervenir toutes les racines de
A dans G, pas seulement les racines re´duites. C’est ne´cessaire pour de´crire pre´cise´ment
les groupes K0F . Mais nous n’aurons pas besoin d’un telle pre´cision, la description des
facettes nous suffit et, pour cela, les racines affines n’interviennent que par les hyperplans
affines sur lesquels elles s’annulent. Si le syste`me de racines contient des racines α tels que
2α est encore une racine, on peut donc remplacer toute racine affine de la forme 2α + c
par la fonction affine α + c/2 : les hyperplans associe´s a` ces fonctions sont les meˆmes.
Cela nous permet de ne conside´rer que les racines re´duites, comme nous le faisons.
L’action sur l’immeuble du sous-groupe NormG(F )(A) de G(F ) conserve App(A) (in-
versement, un e´le´ment de G(F ) dont l’action sur l’immeuble conserve App(A) appartient
a` NormG(F )(A)). Cette action est compatible avec l’action line´aire de NormG(F )(A) sur
A via son quotient W dans le sens suivant : soient n ∈ NormG(F )(A), x ∈ App(A)
et e ∈ A/AG ; notons w l’image de n dans W ; alors n(x + e) = n(x) + w(e). A tout
α ∈ Σ est associe´ un certain sous-ensemble Γα de Q. C’est l’image re´ciproque dans Q
d’un sous-ensemble fini de Q/Z et on a Z ⊂ Γα. On a Γ−α = −Γα. Pour c ∈ Γα, on
note c+ le plus petit e´le´ment de Γα strictement supe´rieur a` c et on note c
− le plus grand
e´le´ment de Γα strictement infe´rieur a` c. On note Hα,c l’hyperplan affine de App(A) de´fini
par l’e´quation α(x) = c. Alors la de´composition en facettes de App(A) est de´finie par la
famille d’hyperplans (Hα,c)α∈Σ,c∈Γα. Ainsi, a` toute facette F ∈ Fac(G;A) est associe´ un
sous-ensemble ΣF ⊂ Σ(A) et, pour tout σ ∈ Σ(A), un e´le´ment cα,F ∈ Γα de sorte que F
soit le sous-ensemble des e´le´ments x ∈ App(A) ve´rifiant les relations
(1) α(x) = cα,F pour tout α ∈ ΣF ;
(2) cα,F < α(x) < c
+
α,F pour tout α ∈ Σ− ΣF .
Remarque. Dans le cas ou` G est quasi-de´ploye´, Γα est un groupe dont la description
est donne´e en [11] 2.5 ou [6] 4.2.21. On en de´duit la description ci-dessus de Γα quand
G n’est pas quasi-de´ploye´ par descente e´tale, cf. [6] 5.1.19.
Introduisons le sous-tore AF ⊂ A tel que X∗(AF) soit le sous-ensemble des e´le´ments
de X∗(A) annule´s par tous les e´le´ments de ΣF . Soit MF le commutant de AF dans G.
C’est un sous-groupe de Levi de G. Puisque AF est contenu dans A, MF contient Mmin.
Notons ΣMF ⊂ Σ le sous-ensemble des racines re´duites de A dans MF autrement dit des
e´le´ments de Σ qui sont triviaux sur AMF . On a
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(3) AF = AMF ; ΣF ⊂ Σ
MF et ces deux ensembles engendrent le meˆme Q-sous-espace
vectoriel de X∗(A)⊗Z Q.
Preuve. Pour α ∈ ΣF , α s’annule sur X∗(AF) donc le groupe radiciel Uα commute a`
AF et est inclus dans MF . Cela de´montre que ΣF ⊂ ΣMF . Par de´finition de MF , AF est
inclus dans le centre de ce groupe, donc aussi dans son plus grand tore central de´ploye´
AMF . Inversement, X∗(AMF ) est le sous-ensemble des e´le´ments de X∗(A) annule´s par
tous les e´le´ments de ΣMF . Cet ensemble contenant ΣF , on a X∗(AMF ) ⊂ X∗(AF ), d’ou`
AMF ⊂ AF . Enfin, la dernie`re assertion re´sulte de ce que les deux ensembles ont le meˆme
annulateur dans X∗(A). 
Remarque. Par contre, ΣMF n’est en ge´ne´ral pas engendre´ sur Z par ΣF .
Posons AF = X∗(AF)⊗ZR, autrement dit, AF = AMF avec la notation introduite en
1. Il re´sulte de (1) et (2) que AF/AG est le sous-espace de A/AG engendre´ par les x− y
pour x, y ∈ F . Cela entraˆıne que, pour n ∈ K0F ∩NormG(F )(A), l’image w de n dans W
conserve AF et y agit trivialement. Autrement dit, w appartient au sous-groupe WMF
qui est le groupe de Weyl de MF relatif a` A. Une racine α ∈ Σ est constante sur F si et
seulement si elle annule l’espace engendre´ par les x − y pour x, y ∈ F , c’est-a`-dire AF .
Donc ΣMF est l’ensemble des e´le´ments de Σ qui sont constants sur F . Pour α ∈ ΣMF ,
la valeur constante de α sur F appartient a` Γα si et seulement si α ∈ ΣF . La facette F
est un ouvert du sous-espace affine de App(A) de´fini par la relation (1), dont l’espace
vectoriel associe´ est AF .
Les constructions de Bruhat-Tits associent a` tout α ∈ Σ et a` tout c ∈ Γα un sous-
groupe ouvert compact Uα,c de Uα(F ). Les proprie´te´s suivantes sont bien connues (cf.
[11] 2.5 et 2.13, [5] 6.4.9 et 7.4.4) :
(4) l’application c 7→ Uα,c est strictement croissante (si c < c′, Uα,c ( Uα,c′) ;
(5) ∪c∈ΓαUα,c = Uα(F ) ;
(6) quelle que soit F ∈ Fac(G;A), on a Uα(F ) ∩K0F = Uα,cα,F ;
(7) quelle que soit F ∈ Fac(G;A), on a Uα(F ) ∩ K
+
F = Uα,c−
α,F
si α ∈ ΣF et et
Uα(F ) ∩K
+
F = Uα(F ) ∩K
0
F = Uα,cα,F si α 6∈ ΣF .
Soit F ∈ Fac(G;A). Il est bien connu que l’ensemble des sous-groupes paraboliques de
GF est en bijection avec celui des facettes F ′ telles que F soit contenue dans l’adhe´rence
F ′ de F ′. Pre´cise´ment, pour une telle facette F ′, on a K0F ′ ⊂ K
0
F et le parabolique PF ′
associe´ a` F ′ est celui pour lequel l’image de K0F ′ dans GF(Fq) est e´gale a` PF ′(Fq). Il est
utile de donner une interpre´tation plus alge´brique de ces sous-groupes paraboliques. Le
groupe GF est la fibre spe´ciale d’un sche´ma en groupes sur l’anneau des entiers de F
qui contient un mode`le entier du tore A, cf. [11] 2.11. La fibre spe´ciale de celui-ci est un
sous-tore de´ploye´ maximal A de GF , qui ve´rifie les proprie´te´s suivantes :
(8) X∗(A) ≃ X∗(A) ;
(9) soit n ∈ NormG(F )(A) ∩K
†
F ; la conjugaison adn par n conserve K
0
F et K
+
F donc
se descend en un automorphisme adn,F de GF (Fq) ; alors adn,F conserve A et les actions
de´duites de adn sur X∗(A) et de adn,F sur X∗(A) co¨ıncident via l’isomorphisme (8).
Soit F ′ une facette de App(A) dont l’adhe´rence contient F . Via l’isomorphisme (8), le
sous-tore AF ′ de A correspond a` un sous-tore AF ′ de A. Il est connu que le commutant
MF ′ de AF ′ dans GF est une composante de Levi du sous-groupe parabolique PF ′
et que AF ′ est le plus grand sous-tore de´ploye´ dans le centre de MF ′ . Le sous-groupe
PF ′ de´termine une chambre ouverte dans l’espace AF ′ (puisque cet espace s’identifie
a` X∗(AF ′) ⊗Z R). En utilisant (5) et (6) on voit que cette chambre est de´finie par les
relations α(x) > 0 pour les α ∈ ΣF − ΣF ′ telles que cα,F = cα,F ′ . On voit aussi que
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MF ′(Fq) s’identifie a` GF ′(Fq). On montre que cet isomorphisme est alge´brique c’est-a`-
dire qu’il provient d’un isomorphisme MF ′ ≃ GF ′ .
Les conditions (1) et (2) sont en ge´ne´ral surabondantes pour de´crire une facette.
Donnons-en une autre description. De´composons GAD en produit de composantes simples
G1,AD× ...×Gk,AD. L’image Aad de A dans GAD se de´compose conforme´ment en produit
Aad,1×...×Aad,k. L’ensemble Σ se de´compose de meˆme en union disjointe de composantes
irre´ductibles Σ1⊔...⊔Σk. Alors App(A) s’identifie au produit App(Aad,1)×..;×App(Aad,k)
et toute facette F se de´compose en produit de facettes F1× ...×Fk . Cela nous rame`ne au
cas ou` GAD est simple, ce que nous supposons ci-apre`s. Conside´rons une facette ouverte
Fmin ∈ Fac(G;A). Alors ΣFmin = ∅. Il existe un sous-ensemble {α0, α1, ..., αn} de Σ tel
que :
(10) {α1, ..., αn} est une base de Σ (au sens des syste`mes de racines) ;
(11) α0 est l’oppose´ de la racine re´duite associe´e a` la plus grande racine relativement
a` cette base ;
(12) Fmin est l’ensemble des x ∈ App(A) tels que cαi,Fmin < αi(x) pour tout i =
0, ..., n.
D’apre`s (10) et (11), il y a une relation
∑
i=0,...,n hiαi = 0 avec des entiers hi > 0
et cette relation est, a` homothe´tie pre`s, la seule relation entre les αi. Les sommets de
l’adhe´rence de Fmin sont les points si, i = 0, ..., n de´finis par les relations αj(si) = cαi,Fmin
pour j 6= i. A tout sous-ensemble non vide I ⊂ {0, ..., n}, associons l’ensemble FI des
x ∈ App(A) tels que cαi,Fmin(x) = αi(x) pour i 6∈ I et cαi,Fmin(x) < αi(x) pour i ∈ I.
L’application I 7→ FI est une bijection entre l’ensemble des sous-ensembles non vides
de {0, ..., n} et l’ensemble des facettes contenues dans l’adhe´rence de Fmin. Les sommets
de l’adhe´rence de la facette FI sont les si pour i ∈ I. La facette est l’inte´rieur relatif
de l’enveloppe convexe de ses sommets (inte´rieur relatif au sens ou` l’on conside`re cette
enveloppe convexe comme un sous-ensemble du plus petit sous-espace affine de App(A)
qui la contient).
Pour toute facette F ∈ Fac(G;A), il existe g ∈ NormG(F )(A) tel que g(F) soit
contenue dans l’adhe´rence de Fmin.
5 Description des ensembles Fν
Soit (F , ν) ∈ Fac∗(G;A). La facette F est de´finie par les relations (1) et (2) du
paragraphe pre´ce´dent. On sait (cf. [5] 7.4.4, [11] 2.13) que
(1) KνF est engendre´ par K
0
F et un e´le´ment quelconque de NormG(F )(A) ∩K
ν
F .
Fixons un e´le´ment n de cette intersection, notons w son image dans W . La permuta-
tion σF ,ν (cf. paragraphe 3) est la restriction a` F de l’action de n sur App(A). Celle-ci est
une action affine et sa composante line´aire est l’action de w sur A/AG. De plus, l’action
de n fixe le barycentre de F . Cela entraˆıne que w conserve l’ensemble ΣF , qu’il norma-
lise WMF et que l’action line´aire de w sur A conserve AF . Notons AνF le sous-espace
des points fixes. On peut aussi bien de´finir un tore AνF comme la composante neutre de
l’ensemble des points fixes par w dans AF et alors AνF = X∗(A
ν
F) ⊗Z R. Comme on le
sait, parmi les sous-groupes de Levi L de G, contenant MF et tels que w appartienne
a` WL, il en existe un unique qui soit minimal. On le note MF ,ν . Il est caracte´rise´ par
l’e´galite´ AMF,ν = A
ν
F . On voit que A
ν
F/AG est aussi l’espace engendre´ par les x− y pour
x, y ∈ Fν. L’ensemble de racines ΣMF,ν e´tant celui des e´le´ments de Σ qui annulent AνF ,
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c’est aussi celui des e´le´ments de Σ qui sont constants sur Fν. Une conse´quence de ce qui
pre´ce`de, on a l’inclusion
(2) NormG(F )(A) ∩K
ν
F ⊂ NormMF,ν(F )(A).
L’ensemble Fν est un polysimplexe. En effet, on peut supposer que F est contenue
dans l’adhe´rence d’une facette Fmin comme au paragraphe 4. Puisque la permutation
σF ,ν provient de l’action d’un e´le´ment de NormG(F )(A), on se rame`ne facilement au cas
ou` GAD est simple, ce que l’on suppose ci-apre`s. Il existe un unique sous-ensemble non
vide I ⊂ {0, ..., n} de sorte que F = FI . L’adhe´rence F¯ de la facette F est l’enveloppe
convexe des points si pour i ∈ I. Fixons un point s ∈ Fν . Alors F est l’ensemble des
x ∈ App(A) pour lesquels il existe une famille (ai)i∈I de re´els telle que
ai > 0 pour tout i ∈ I et
∑
i∈I ai = 1 ;
x− s =
∑
i∈I ai(si − s).
L’espace affine engendre´ par les si pour i ∈ I est de dimension |I| − 1. On ve´rifie
que cela entraˆıne que la famille (ai)i∈I ci-dessus est unique. Puisque la permutation σF ,ν
conserve F , elle permute les sommets de F¯ et de´finit une permutation de I. Notons Iν
l’ensemble des orbites. Un point x e´crit comme ci-dessus est fixe´ par σF ,ν si et seulement
si, pour toute orbite iν , la fonction i 7→ ai est constante sur iν . On note aiν cette
valeur constante multiplie´e par |iν | et on note siν le point de´fini par l’e´galite´ siν − s =
|iν |−1
∑
i∈iν si − s. Alors
∑
iν∈Iν aiν = 1 et
x− s =
∑
iν∈Iν
aiν (siν − s).
Autrement dit, x appartient a` l’inte´rieur relatif de l’enveloppe convexe des points siν .
La re´ciproque est imme´diate, donc Fν est e´gale a` l’inte´rieur relatif de cette enveloppe
convexe. On ve´rifie que l’espace affine engendre´ par les siν pour i
ν ∈ Iν est de dimension
|Iν |−1. Donc cette enveloppe convexe est un simplexe. Cette description montre de plus
que les facettes de l’adhe´rence du simplexe F¯ν sont les FJ ∩ F¯ν pour les ensembles non
vides J ⊂ I qui sont invariants par σF ,ν .
On a
(3) pour F1 ∈ Fac(G;A), les conditions suivantes sont e´quivalentes :
(a) ν ∈ N (F1) et F1 ⊂ F¯ ;
(b) F1 ∩ F¯ν 6= ∅ ;
(c) ν ∈ N (F1) et Fν1 = F1 ∩ F¯
ν ;
(4) l’application F1 7→ F1 ∩ F¯ν est une bijection entre l’ensemble des facettes de
App(A) ve´rifiant les conditions de (3) et celui des facettes de l’adhe´rence du polysimplexe
Fν .
Preuve de (3). Modifions un instant nos hypothe`ses : on ne suppose plus que ν ∈
F mais on suppose que F est une facette ouverte. Soit F1 ve´rifiant (a). Fixons n1 ∈
NormG(F )(A)∩KνF1 . L’action de n1 envoie F sur une facette ouverte F
′ dont l’adhe´rence
contient encore F1. Il correspond aux facettes F et F ′ des sous-groupes de Borel BF et
BF ′ de GF1 . On sait qu’il existe un e´le´ment de GF1(Fq) qui conjugue BF ′ en BF . En
relevant cet e´le´ment en un e´le´ment k ∈ K0F1 , cet e´le´ment k envoie F
′ sur F . Alors g = kn1
est un e´le´ment de KνF1 qui conserve F . Cela entraˆıne que ν ∈ N (F) et que g ∈ K
ν
F1∩K
ν
F .
Alors Fν1 , resp. F
ν, est l’intersection de F1, resp. F , avec l’ensemble des points fixes de g.
Ce dernier ensemble est convexe. Fixons y ∈ Fν . Pour x ∈ Fν1 , le segment [x, y] joignant
x a` y est contenu dans cet ensemble de points fixes. Mais le segment ]x, y] ouvert en x
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est aussi contenu dans F . Donc ]x, y] est inclus dans Fν et x appartient a` l’adhe´rence
de cet ensemble. Cela prouve (c).
Remarque. On vient de prouver que, pour toute facette ouverte F dont l’adhe´rence
contient une facette F1 telle que ν ∈ N (F1), on a ν ∈ N (F). Puisque toutes les facettes
ouvertes sont conjugue´es par l’action de G, on obtient
(5) soient deux facettes F et F1 ; supposons F ouverte ; alors N (F1) ⊂ N (F).
Revenons maintenant a` nos hypothe`ses : n ∈ N (F) mais F n’est plus suppose´e
ouverte. Soit N1 ve´rifiant (a). On fixe une facette ouverte Fmin dont l’adhe´rence contient
F , donc aussi F1. D’apre`s ce que l’on vient de prouver, on a ν ∈ N (Fmin) et Fν1 =
F1 ∩ F¯νmin. On peut appliquer le meˆme re´sultat pour F : F
ν = F ∩ F¯νmin. Fixons y ∈ F
ν
et soit x ∈ Fν1 . De nouveau, le segment [x, y] est inclus dans F¯
ν
min. Le segment ]x, y]
est inclus dans F , donc dans Fν . Mais alors x appartient a` l’adhe´rence de Fν , ce qui
de´montre (c). Il est clair que (c) implique (b). Enfin, si (b) est ve´rifie´e, l’e´le´ment n
introduit plus haut fixe tout point de F¯ν donc fixe un point de F1, donc conserve cette
facette. Puisque wG(n) = ν, cela entraˆıne ν ∈ N (F1). Enfin, F1 coupe F¯ et est donc
incluse dans cette adhe´rence. Cela prouve (a) et ache`ve la de´monstration de (3).
Preuve de (4). D’apre`s la description de F¯ν donne´e plus haut, il existe un sous-
ensemble fini X de Fac(G;A) tel que l’application F1 7→ F1 ∩ F¯ν soit une bijection de
X sur l’ensemble des facettes du polysimplexe F¯ν. Puisque deux facettes distinctes sont
disjointes, X ne peut eˆtre que l’ensemble des F1 ∈ Fac(G;A) telles que F1 ∩ F¯
ν ne soit
pas vide. C’est-a`-dire celui des facettes ve´rifiant le (b) de (3). Cela de´montre (4). 
Montrons que
(6) l’ensemble des sous-espaces paraboliques de GνF est en bijection avec celui des
facettes F ′ telles que F soit contenue dans F¯ ′ et que ν appartienne a` N (F ′) ; pour une
telle facette F ′, on a KνF ′ ⊂ K
ν
F et l’espace parabolique P
ν
F ′ associe´ a` F
′ est tel que
PνF ′(Fq) soit l’image de K
ν
F ′ dans G
ν
F(Fq).
Preuve. Soit Pν un sous-espace parabolique de GνF . Il lui est associe´ un sous-groupe
parabolique P de GF , donc aussi une facette F
′ telle que F ⊂ F¯ ′ et P = PF ′. Soit
g ∈ KνF dont l’image g dans G
ν
F (Fq) appartienne a` P
ν(Fq). L’action de g sur l’immeuble
envoie F ′ sur une facette F ′′ dont l’adhe´rence contient encore F . Il lui est associe´ un
sous-groupe parabolique PF ′′ de GF . Alors l’action de g par conjugaison sur GF envoie
PF ′ sur PF ′′ . Puisque g appartient a` P
ν(Fq), l’action de g conserve PF ′ . Cela entraˆıne
PF ′′ = PF ′, d’ou` F
′′ = F ′. Donc g appartient a` K†F ′. Puisque wG(g) = ν, cela entraˆıne
g ∈ KνF ′ . A fortiori, cet ensemble n’est pas vide, donc ν ∈ N (F
′).
Re´ciproquement, soit F ′ une facette de l’immeuble telle que F soit contenue dans F¯ ′
et que ν appartienne a` N (F ′). Puisque deux facettes sont toujours contenues dans un
appartement, on ne perd rien a` supposer que F ′ est contenue dans App(A). D’apre`s (3),
Fν est contenu dans F¯ ′ν . Soit n′ un e´le´ment de NormG(F )(A)∩K
ν
F ′ . Alors l’action de n
′
fixe tout point de F¯ ′ν , donc fixe tout point de Fν , donc conserve F , donc appartient a`
KνF . Notons n
′ ’image de n′ dansGνF(Fq). L’action de n
′ dansGF conserve le sous-groupe
parabolique PF ′. Donc P
ν
F ′ = n
′PF ′ est un sous-espace parabolique de G
ν
F . Puisqu’on
sait d’apre`s (1) que KνF ′ = n
′K0F ′ , les dernie`res assertions re´sultent de la de´finition ci-
dessus de PνF ′ et du fait que PF ′(Fq) est l’image naturelle de K
0
F ′ dans GF(Fq). 
Introduisons le sous-tore de´ploye´ maximal A de GF ve´rifiant les conditions (8) et (9)
du paragraphe 4. Soit F ′ une facette de App(A) dont l’adhe´rence contient F et telle que
ν ∈ N (F ′). Via l’isomorphisme X∗(A) ≃ X∗(A), le sous-tore AF ′ de A correspond a` un
sous-tore AF ′ de A. On a de´ja` dit que le commutant MF ′ de AF ′ dans GF e´tait une
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composante de Levi du sous-groupe parabolique PF ′ et que AF ′ e´tait le plus grand sous-
tore de´ploye´ dans le centre de MF ′ . Le tore A
ν
F correspond de meˆme a` un sous-tore A
ν
F
de A. En appliquant la condition 4(9) a` un e´le´ment de NormG(F )(A)∩K
ν
F ′ , on voit que
AνF est le plus grand sous-tore de´ploye´ contenu dans le commutant de M
ν
F ′ dans MF ′ .
La the´orie ge´ne´rale des espaces tordus nous dit que MF ′ est encore le commutant de
AνF ′ dans GF . L’espace M
ν
F ′(Fq) s’identifie a` G
ν
F ′(Fq). De nouveau, cette identification
provient d’un isomorphisme alge´brique MνF ′ ≃ G
ν
F ′ .
6 Descente aux sous-groupes de Levi
Soit M un sous-groupe de Levi de G. Notons Mad = M/Z(G) l’image de M dans
GAD. L’immeuble Imm(Mad) de ce groupe s’identifie a` un sous-ensemble de Imm(GAD),
a` savoir la re´union des appartements App(A′) pour les sous-tores de´ploye´s maximaux A′
de M . L’action de M(F ) sur Imm(Mad) est la restriction de celle sur Imm(GAD). Par
contre, la de´composition en facettes de Imm(Mad) n’est pas celle de ce sous-ensemble,
elle est moins fine. L’espace AM/AG agit sur Imm(Mad) car AM est inclus dans A
′ =
X∗(A
′)⊗Z R pour tout tore A′ comme ci-dessus. Le quotient de Imm(Mad) par l’action
de cet espace s’identifie a` l’immeuble Imm(MAD) du groupe adjoint de M . On note
pM : Imm(Mad) → Imm(MAD) cette projection. Elle est e´quivariante pour les actions
de M(F ). Pour tout tore A′ comme ci-dessus, on note AppM(A′) = App(A′)/(AM/AG)
l’appartement de Imm(MAD) associe´ a` A
′ et on note encore pM : App(A
′)→ AppM(A′)
la projection. Elle est e´quivariante pour les actions de NormM(F )(A
′).
De meˆme que l’on a introduit le groupe N = NG, cf. paragraphe 3, on introduit le
groupe NM . Dire qu’un e´le´ment m ∈M(F ) est compact modulo Z(G), c’est-a`-dire que
l’image dans de m dans GAD(F ) est contenue dans un sous-groupe compact de GAD(F ),
revient a` dire que l’image mad de m dansMad(F ) est contenue dans un sous-groupe com-
pact deMad(F ). Pour un tel e´le´ment, wMad(mad) est de torsion. On a un homomorphisme
naturel NM → NMad. On note NMG−comp l’image re´ciproque par cet homomorphisme du
sous-groupe de torsion de NMad (remarquons que, si M = G, NGG−comp = N
G). De
l’inclusion Z(Gˆ) ⊂ Z(Mˆ) se de´duit un homomorphisme NM → NG. Montrons que
(1) cet homomorphisme se restreint en un homomorphisme injectif NMG−comp → N
G.
On introduit le reveˆtement simplement connexe GˆSC du groupe de´rive´ de Gˆ et l’image
re´ciproque Mˆsc de Mˆ dans GˆSC . Le groupe GˆSC, resp. Mˆsc, est le groupe dual de GAD,
resp. Mad. Des homomorphismes naturels
Z(Gˆ)I
ց
Z(Mˆ)I
ր
Z(Mˆsc)
I
se de´duisent des homomorphismes
X∗(Z(Gˆ)I)
ր
X∗(Z(Mˆ)I)
ց
X∗(Z(Mˆsc)
I)
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Les groupes NM , NG et NMad sont les sous-groupes de points fixes par Γ/I dans les
groupes ci-dessus. Notons Y ∗ le sous-groupe des e´le´ments de X∗(Z(Mˆ)I) qui s’envoient
dans le sous-groupe de torsion de X∗(Z(Mˆsc)
I). Alors NMG−comp est le sous-groupe des
points fixes par Γ/I dans Y ∗. Il suffit de de´montrer que Y ∗ s’envoie injectivement dans
X∗(Z(Gˆ)I). On introduit le groupe Mˆad = Mˆ/Z(Gˆ). On a une suite exacte
1→ Z(Gˆ)→ Z(Mˆ)→ Z(Mˆad)→ 1
Parce que X∗(Z(Mˆad)) est un module galoisien induit, le groupe Z(Mˆad)
I est connexe.
Donc la suite
1→ Z(Gˆ)I → Z(Mˆ)I → Z(Mˆad)
I → 1
est encore exacte. D’ou` une suite exacte
0→ X∗(Z(Mˆad)
I)→ X∗(Z(Mˆ)I)→ X∗(Z(Gˆ)I)→ 0
On doit donc montrer que Y ∗ ∩X∗(Z(Mˆad)I) = {0}. On a l’e´galite´ Mˆad = Mˆsc/Z(GˆSC).
On peut donc remplacer ci-dessus Mˆ et Gˆ par Mˆsc et GˆSC et on a une suite exacte
0→ X∗(Z(Mˆad)
I)→ X∗(Z(Mˆsc)
I)→ X∗(Z(GˆSC)
I)→ 0
Les premiers homomorphismes des deux suites ci-dessus sont injectifs et le diagramme
suivant est commutatif :
X∗(Z(Mˆ)I)
ր
X∗(Z(Mˆad)
I) ↓
ց
X∗(Z(Mˆsc)
I)
Un e´le´ment y ∈ Y ∗ ∩X∗(Z(Mˆad)
I) est un e´le´ment de X∗(Z(Mˆad)
I) qui s’envoie sur un
e´le´ment de torsion dansX∗(Z(Mˆsc)
I). D’apre`s l’injectivite´ de la fle`che sud-est ci-dessus, y
est un e´le´ment de torsion dans X∗(Z(Mˆad)
I). Or Z(Mˆad)
I est connexe donc X∗(Z(Mˆad)
I)
est sans torsion. Donc y = 0, ce qui prouve (1). 
Graˆce a` (1), on identifie NMG−comp a` un sous-groupe de N = N
G. A toute facette
FM de Imm(MAD) est associe´ comme au paragraphe 3 un sous-groupe NM(FM) de
NM . On pose NMG−comp(FM) = N
M(FM) ∩ NMG−comp. L’ensemble
⋃
ν∈NM
G−comp
(FM )
KνFM
est un groupe dont l’image dans Mad(F ) est compacte. On note Fac
∗(M)G−comp l’en-
semble des couples (FM , νM) ∈ Fac∗(M) tels que νM ∈ NMG−comp. On de´finit de meˆme
Fac∗(M ;A)G−comp. Un e´le´ment m ∈ M(F ) est compact modulo Z(G) si et seulement
s’il existe (FM , ν) ∈ Fac∗(M)G−comp tel que m ∈ KνFM .
On suppose pour la suite de cette section queM contient A. Soit (F , ν) ∈ Fac∗(G;A).
L’image de F par la projection pM est contenue dans une unique facette F
M deAppM (A) :
F e´tant l’ensemble des x ∈ App(A) ve´rifiant les relations (1) et (2) du paragraphe 4, FM
est l’ensemble des x ∈ AppM(A) ve´rifiant
(2) α(x) = cα,F pour α ∈ ΣF ∩ ΣM ;
(3) cα,F < α(x) < c
+
α,F pour tout α ∈ Σ
M − ΣF ∩ ΣM .
On a de´fini le groupeMF ,ν au paragraphe 5. Remarquons que, si ce groupe est contenu
dans M , on a ΣF ⊂ ΣM , ce qui simplifie les relations ci-dessus.
Lemme . Soient (F , ν) ∈ Fac∗(G;A) et M un sous-groupe de Levi de G contenant
MF ,ν . Alors
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(i) L’e´le´ment ν appartient a` NMG−comp(F
M).
(ii) On a les e´galite´s K+
FM
= K+F ∩M(F ), K
0
FM = K
0
F ∩M(F ), K
ν
FM = K
ν
F ∩M(F ).
(iii) Soit P ∈ P(M), notons P¯ le parabolique oppose´. Alors le groupe K+F est produit
de ses sous-groupes K+F ∩UP (F ), K
+
FM , et K
+
F ∩UP¯ (F ). Le groupe K
0
F est produit de ses
sous-groupes K+F ∩UP (F ), K
0
FM , et K
+
F ∩UP¯ (F ). L’ensemble K
ν
F est produit du groupe
K+F ∩ UP (F ), de l’ensemble K
ν
FM et du groupe K
+
F ∩ UP¯ (F ). Ces produits posse`dent les
proprie´te´s usuelles des de´compositions ”de type Iwahori”.
(iv) AFM ,ν = AF ,ν et MFM ,ν = MF ,ν ;
(v) F est un sous-ensemble ouvert de p−1M (F
M) ;
(vi) Fν = F ∩ p−1M (F
M,ν) et cet ensemble est ouvert dans p−1M (F
M,ν).
Preuve. Bruhat et Tits on de´fini un sous-groupe distingue´ Mmin(F )
+ deMmin(F ) qui
est pro-p-unipotent et tel que le groupe K+F soit le produit de Mmin(F )
+ et des groupes
radiciels K+F ∩Uα(F ). L’e´galite´ K
+
FM
= K+F ∩M(F ) se de´duit alors de la description des
facettes F et FM et de 4(7). On obtient de meˆme la de´composition en produit de (iii)
du groupe K+F .
NotonsMmin(F )
0 le sous-groupe des m ∈Mmin(F ) tels que wMmin(m) = 0. Le groupe
K0F est engendre´ par Mmin(F )
0 et par les sous-groupes radiciels K0F ∩Uα(F ) (il ne s’agit
plus d’une de´composition en produit). Il s’ensuit encore l’e´galite´ K0FM = K
0
F ∩M(F ) et
la de´composition en produit de (iii) du groupe K0F .
On a vu en 5(1) que KνF etait engendre´ par K
0
F et par un e´le´ment quelconque de
KνF ∩ NormG(F )(A). Fixons un tel e´le´ment n. D’apre`s 5(2), n appartient a` MF ,ν(F ), a
fortiori a`M(F ), donc a` NormM(F )(A). L’action de n sur Imm(GAD) conserve F . D’apre`s
l’e´quivariance de pM pour les actions de NormM(F )(A), l’action de n sur Imm(MAD)
conserve FM . Donc n ∈ K†
FM
. Puisque n appartient a` K†F , son image dans GAD(F ) est
contenue dans un sous-groupe compact, donc son image dans Mad(F ) ve´rifie la meˆme
proprie´te´. Donc wM(n) appartient a` NMG−comp. Puisque l’image de wM(n) dans N est
ν, cela entraˆıne que ν appartient a` NMG−comp puis que n ∈ K
ν
FM . Ces deux dernie`res
proprie´te´s entraˆınent le (i) de l’e´nonce´. Puisque n e´tait un e´le´ment quelconque de KνF ∩
NormG(F )(A), on vient de prouver que K
ν
F ∩ NormG(F )(A) ⊂ K
ν
FM ∩ NormM(F )(A).
Puisque KνF est engendre´ par K
0
F et par un e´le´ment quelconque du premier ensemble et
que, de meˆme, KνFM est engendre´ par K
0
FM et par un e´le´ment quelconque du second, les
assertions de (ii) et (iii) relatives a` KνF se de´duisent de celles de´ja` vues relatives a` K
0
F .
La facette F est l’ensemble des x ∈ App(A) ve´rifiant les relations (1) et (2) du
paragraphe 4 et FM est l’ensemble des x ∈ AppM(A) ve´rifiant les relations (2) et (3)
ci-dessus (et on a ΣF ⊂ ΣM ). Par de´finition, p
−1
M (F
M) est l’ensemble des x ∈ App(A)
ve´rifiant ces relations (2) et (3). Donc F est le sous-ensemble de p−1M (F
M) de´fini par les
relations
cα,F < α(x) < c
+
α,F pour tout α ∈ Σ− Σ
M .
Ces relations sont ouvertes. Donc F est un sous-ensemble ouvert de p−1M (F
M). Une
racine α ∈ ΣM qui est constante sur FM est aussi constante sur p−1M (F
M) donc aussi
sur F . Inversement, soit α ∈ Σ qui est constante sur F . Puisque M contient MF ,ν , a
fortiori contient MF , on a α ∈ ΣM . La valeur de α en un point de App(A) est aussi
sa valeur sur la projection de ce point dans AppM(A). Donc α est constante sur la
projection de F . Or celle-ci est un ouvert non vide de FM . Donc α est constante sur
FM . Cela de´montre que l’ensemble des α ∈ ΣM qui sont constantes sur FM est e´gal a`
celui des α ∈ Σ qui sont constantes sur F . Cela entraˆıne AF = AFM et MF = MFM .
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Fixons n ∈ NormM(F )(A) ∩K
ν
FM . D’apre`s le (iii) de´ja` de´montre´, F
ν est l’ensemble des
points fixes dans F de l’action de n tandis que FM,ν est celui des points fixes dans
FM de l’action du meˆme e´le´ment. Puisque la projection est e´quivariante pour l’action
de n, la projection de Fν est incluse dans FM,ν, c’est-a`-dire Fν ⊂ p−1M (F
M,ν). Fixons
x ∈ Fν et soit y ∈ p−1M (F
M,ν) ∩ F . Parce que y se projette en un point de FM,ν, on a
n(y)− y ∈ AM/AG. Soit e ∈ AM/AG tel que n(y)− y = e. Posons f = y − x et notons
w l’image de n dans WM . Puisque n(x) = x, on a w(f) = f + e. Mais e appartient a`
l’espace des points fixes de l’action de w dans A/AG donc wk(f) = f + ke pour tout
k ∈ N. Puisque w est d’ordre fini, cela entraˆıne e = 0. Donc n(y) = y et y appartient a`
Fν . Cela prouve l’e´galite´ du (vi) de l’e´nonce´. Puisque F est ouvert dans p−1M (F
M), son
intersection avec le sous-ensemble p−1M (F
M,ν) est aussi ouverte dans ce sous-ensemble.
Mais alors, les meˆmes arguments que ci-dessus montrent que l’ensemble des α ∈ ΣM qui
sont constantes sur FM,ν est e´gal a` celui des α ∈ Σ qui sont constantes sur Fν . D’ou` le
(iv) de l’e´nonce´. 
Une conse´quence du lemme est que les deux espacesKνF/K
+
F = G
ν
F (Fq) etK
ν
FM/K
+
FM
=
MνFM (Fq) sont naturellement isomorphes. De nouveau, on montre que cet isomorphisme
ainsi que son analogue pour ν = 0 proviennent d’isomorphismes alge´briques compatibles
GF ≃MFM , G
ν
F ≃M
ν
FM .
7 Rele`vement de facettes de sous-groupes de Levi
Soit M un sous-groupe de Levi de G contenant A. Soit (FM , ν) ∈ Fac
∗(M ;A)G−comp.
L’ensemble p−1M (FM) est l’ensemble des x ∈ App(A) qui ve´rifient les relations
α(x) = cα,FM pour tout α ∈ Σ
M
FM
;
cα,FM < α(x) < c
+
α,FM
pour tout α ∈ ΣM − ΣMFM .
Il est clair que c’est une re´union de facettes de App(A).
Lemme . (i) Pour toute facette F ∈ Fac(G;A) qui coupe p−1M (F
ν
M), resp. p
−1
M (F¯
ν
M), on
a ν ∈ N (F) et Fν = F ∩ p−1M (F
ν
M), resp. F
ν = F ∩ p−1M (F¯
ν
M).
(ii) Pour toute facette F ∈ Fac(G;A), les conditions suivantes sont e´quivalentes :
(a) F ∩ p−1M (F
ν
M) est un ouvert non vide de p
−1
M (F
M,ν) ;
(b) F ∩ p−1M (F¯
ν
M) est un ouvert non vide de p
−1
M (F¯
ν
M) ;
(c) ν ∈ N (F), M contient MF ,ν et FM = FM .
Preuve. Fixons n ∈ NormM(F )(A)∩KνFM . Les actions de n sur App(A) et sur App
M(A)
sont compatibles. Donc l’action de n sur App(A) conserve p−1M (F
ν
M). Soit x dans cet
ensemble. On a n(x) = x + e avec e ∈ AM/AG. Puisque n ∈ NormM(F )(A), son image
dans W appartient a` WM et fixe tout point de AM/AG Donc nk(x) = x+ ke pour tout
k ∈ N. Parce que ν appartient a`N (FM)G−comp, les images des nk dansMad(F ), donc aussi
leurs images dans GAD(F ), restent dans un groupe compact. Il en re´sulte que les n
k(x)
restent dans un sous-ensemble compact de App(A). Cela implique e = 0. Donc l’action
de n fixe tout point de p−1M (F
ν
M). Un point de p
−1
M (FM) qui est fixe par n se projette
force´ment dans FνM . Donc p
−1
M (F
ν
M) est plus pre´cise´ment le sous-ensemble des e´le´ments
de p−1M (FM) qui sont fixes par n. Pour une facette F ∈ Fac(G;A) coupant p
−1
M (F
ν
M), n fixe
un point de F donc conserve cette facette, c’est-a`-dire que n ∈ K†F . Puisque wG(n) = ν,
on a n ∈ KνF , a fortiori cet ensemble est non vide. D’autre part, puisque p
−1
M (FM) est
re´union de facettes, on a F ⊂ p−1M (FM). Donc F
ν, qui est l’ensemble des points fixes
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par l’action de n dans F , est e´gal a` F ∩ p−1M (F
ν
M). Cela prouve les assertions du (i) de
l’e´nonce´ concernant p−1M (F
ν
M). D’apre`s 5(4), l’ensemble F¯
ν
M est re´union des F
ν
M,1 pour
les facettes FM,1 de Fac(M ;A) telles que FM,1 ⊂ F¯M et ν ∈ NM(FM,1). Cette dernie`re
condition e´quivaut a` ν ∈ NM(FM,1)G−comp puisque ν ∈ NMG−comp. En appliquant ce que
l’on vient de prouver a` chacune de ces facettes, on obtient les assertions restantes de (i).
L’ensemble p−1M (F
ν
M) est un ouvert dense de p
−1
M (F¯
ν
M). Cela entraˆıne que les conditions
(a) et (b) du (ii) sont e´quivalentes. Soit F ∈ Fac(G;A) ve´rifiant le (a) du (ii). D’apre`s
le (i) de´ja` prouve´, on a ν ∈ N (F) et AνF/AG est engendre´ par les e´le´ments x − y pour
x, y ∈ F ∩ p−1M (F
ν
M). Puisque cet ensemble est ouvert dans p
−1
M (F
ν
M) par hypothe`se et
puisque p−1M (F
ν
M) est invariant par translation par AM/AG par construction, l’ensemble
de ces e´le´ments x− y contient un voisinage de 0 dans AM/AG. A fortiori le sous-espace
engendre´ par ces e´le´ments contient AM/AG, donc AνF contient AM . Cela entraˆıne que
M contient MF ,ν . Par de´finition de la facette FM , la projection de F est contenue
dans FM . Cette projection contient celle de F ∩ p−1M (F
ν
M), laquelle est contenue dans
FM . D’ou` l’e´galite´ FM = FM , ce qui de´montre que le (a) du (ii) implique le (c). La
re´ciproque re´sulte du (vi) du lemme 6. 
8 Distributions invariantes
Pour tout sous-groupe de Levi M de G, on fixe une mesure de Haar sur M(F ).
Notons C∞c (G(F )) l’espace des fonctions sur G(F ), a` valeurs complexes, localement
constantes et a` support compact. Pour f ∈ C∞c (G(F )) et g ∈ G(F ), on note
gf la
fonction x 7→ f(g−1xg) sur G(F ). On appelle distribution sur G(F ) une forme line´aire sur
C∞c (G(F )) et distribution invariante une telle forme line´aire D telle que D(
gf) = D(f)
pour toute f ∈ C∞c (G(F )) et tout g ∈ G(F ).
Soit M un sous-groupe de Levi de G. Fixons un sous-groupe parabolique P ∈ P(M)
et munissons UP (F ) d’une mesure de Haar. Pour f ∈ C∞c (G(F )), on de´finit une fonction
f[P ] ∈ C∞c (M(F )) par f[P ](m) = δP (m)
1/2
∫
UP (F )
f(mu) du pour tout m ∈ M(F ), ou` δP
est le module usuel. Fixons une facette spe´ciale Fsp ∈ Fac(G), posons K0sp = K
0
Fsp . On
a la de´composition G(F ) = M(F )UP (F )K
0
sp. Il existe une constante c > 0 telle que l’on
ait l’e´galite´ ∫
G(F )
f(g) dg = c
∫
M(F )×UP (F )×K0sp
f(muk) dk du dm
pour tout f ∈ C∞c (G(F )). Pour toute telle fonction, on de´finit fP ∈ C
∞
c (M(F )) par
fP (m) = cδP (m)
1/2
∫
UP (F )×K0sp
f(k−1muk) dk du
= c
∫
K0sp
(kf)[P ](m).
Cette fonction ne de´pend pas de la mesure sur UP (F ). Elle de´pend de P et Fsp mais on
sait que, pour toute distribution invariante DM sur M(F ), DM(fP ) ne de´pend pas de ces
choix (par contre, ce terme de´pend des mesures fixe´es sur M(F ) et G(F )). Pour toute
telle distribution DM , on de´finit la distribution induite indGM(D
M) a` G(F ) par l’e´galite´
indGM(D
M)(f) = DM(fP )
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pour toute f ∈ C∞c (G(F )). On peut formuler autrement cette de´finition. On oublie le
groupe K0sp, on munit P (F ) = M(F )UP (F ) de la mesure produit et P (F )\G(F ) de la
mesure invariante a` droite compatible avec celles fixe´es sur P (F ) et G(F ). Rappelons que
cette mesure s’applique non pas a` des fonctions invariantes a` gauche par P (F ) mais a` des
fonctions ϕ sur G(F ) ve´rifiant ϕ(mug) = δP (m)ϕ(g) pour tous m ∈ M(F ), u ∈ UP (F )
et g ∈ G(F ). Pour f ∈ C∞c (G(F )), on a
indGM (D
M)(f) =
∫
P (F )\G(F )
DM((gf)[P ]) dg.
9 Fonctions tre`s cuspidales
Soit P un sous-groupe parabolique de G. Fixons une composante de Levi M de P
et une mesure de Haar sur UP (F ). Pour f ∈ C∞c (G(F )), on a de´fini une fonction f[P ]
sur M(F ). Remarquons que la condition f[P ] = 0 ne de´pend ni du choix de M , ni de
celui de la mesure sur UP (F ). On dit qu’une fonction f ∈ C∞c (G(F )) est tre`s cuspidale
si f[P ] = 0 pour tout sous-groupe parabolique propre P ( G.
Soient f, ϕ ∈ C∞c (G(F )). Pour g ∈ G(F ), posons
I(f, ϕ, g) =
∫
G(F )
f(g−1xg)ϕ(x) dx.
Lemme. Supposons ϕ tre`s cuspidale. Alors l’image dans AG(F )\G(F ) du support de
la fonction g 7→ I(f, ϕ, g) est compacte.
Ce lemme est bien connu mais il est plus rapide d’en donner une de´monstration que
de trouver une re´fe´rence. Auparavant, introduisons une notation qui nous sera utile dans
la suite. Pour P ∈ F(Mmin), on note Σ(UP ) le sous-ensemble des racines α ∈ Σ telles
que Uα ⊂ UP . Si M est la composante de Levi de P contenant Mmin, on note aussi ΣM
l’analogue de Σ quand on remplace G par M , autrement dit l’ensemble des α ∈ Σ tels
que Uα ⊂M .
Preuve du lemme. Fixons un sous-groupe parabolique minimal Pmin ∈ P(Mmin). On
note Σ+ = Σ(UPmin) et A(F )
+ l’ensemble des a ∈ A(F ) tels que |α(a)|F ≥ 1 pour tout
α ∈ Σ+, ou` |.|F est la valeur absolue usuelle de F . On sait qu’il existe un sous-ensemble
compact C de G(F ) tel que G(F ) = CA(F )+C. Puisque les ensembles de fonctions
{cf ; c ∈ C} et {c
−1
ϕ; c ∈ C} sont finis et que c
−1
ϕ est tout aussi cuspidale que ϕ, il suffit
de prouver que le support de la fonction a 7→ I(f, ϕ, a) sur A(F )+ est d’image compacte
dans AG(F )\A(F )+. Pour tout P ∈ P(Mmin) et tout entier N > 0, notons A(F )+(P,N)
l’ensemble des a ∈ A(F )+ tels que |α(a)|F > N pour tout α ∈ Σ(UP ). Pour N fixe´,
l’ensemble AG(F )\A(F )+ est re´union des AG(F )\A(F )+(P,N) quand P parcourt les
sous-groupes paraboliques P ∈ P(Mmin) qui sont propres et maximaux, et d’un sous-
ensemble compact. Il nous suffit donc de fixer P ∈ P(Mmin), P 6= G et de prouver qu’il
existe N tel que I(f, ϕ, a) = 0 pour tout a ∈ A(F )+(P,N). Fixons une facette spe´ciale
Fsp ∈ Fac(G;A) et posons K = K0Fsp. Fixons un sous-groupe ouvert et distingue´ K
′ de
K tel que ϕ soit biinvariante par K ′ et que K ′ = (K ′ ∩ UP¯ (F ))(K
′ ∩ P (F )). Montrons
que
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(1) si N est assez grand, pour tout a ∈ A(F )+(P,N), le support de la fonction
x 7→ f(a−1xa)ϕ(x) est contenu dans (K ′ ∩ UP¯ (F ))P (F ).
Posons K+ = K+Fsp , U¯
+
K = K
+ ∩ UP¯min(F ), Mmin,K = K ∩ Mmin(F ), UK = K ∩
UPmin(F ). Pour tout w ∈ W , on peut relever w en un e´le´ment nw ∈ NormG(F )(A) ∩
K. L’image dans G0Fsp(Fq) de Mmin,KUK est l’ensemble des points sur Fq d’un sous-
groupe de Borel de G0Fsp . La de´composition de Bruhat dans G
0
Fsp(Fq) entraˆıne l’e´galite´
K = ∪w∈WUKU¯
+
KnwMmin,KUK . Il est e´galement connu que G(F ) = KPmin(F ). D’ou`
G(F ) = ∪w∈WUKU¯
+
KnwMmin(F )UPmin(F ). Soit x ∈ G(F ) que l’on e´crit x = uu¯nwmminu
′
conforme´ment a` cette de´composition. Supposons ϕ(x) 6= 0. Alors mminu′ appartient
au produit de K et du support de ϕ, qui est compact. Cela entraˆıne que mmin, resp.
u′, appartient a` un certain sous-ensemble compact CMmin ⊂ Mmin(F ), resp. CUmin ⊂
UPmin(F ). Soit a ∈ A(F )
+(P,N) et, pour tout g ∈ G(F ), posons ga = a−1ga. Alors
xa = uau¯aa−1w(a)nwm
a
minu
′a. Supposons que f(xa) 6= 0. Alors xa appartient au support
de f . Parce que a ∈ A(F )+, la conjugaison par a−1 contracte UPmin(F ), fixe Mmin(F )
et dilate UP¯min(F ). Puisque u, mmin et u
′ sont respectivement dans les compacts UK ,
CMmin et CUmin , les e´le´ments u
a, mamin et u
′a restent dans des compacts (on entend par
la` des compacts inde´pendants de x et a). Il en re´sulte que u¯aa−1w(a) reste dans un
compact. Mais c’est un e´le´ment de P¯min(F ), donc les deux composantes u¯
a et a−1w(a)
restent dans des compacts. On peut e´crire u¯ = u¯P¯ u¯
P¯ , ou` u¯P¯ ∈ K
+ ∩ UP¯ (F ) et u¯
P¯ ∈
K+ ∩M(F ) ∩ UP¯min(F ). De nouveau, les deux composantes u¯
a
P¯
et u¯P¯ ,a restent dans des
compacts. Notons CUP¯ le premier. Alors u¯ ∈ aCUP¯ a
−1. La conjugaison par a agit dans
UP¯ (F ) par des racines de valeurs absolues < N
−1 puisque a ∈ A(F )+(P,N). Si N est
assez grand, on a donc aCUP¯ a
−1 ⊂ K ′ ∩ UP¯ (F ). Il en re´sulte que u¯P¯ ∈ K
′ ∩ UP¯ (F ).
Conside´rons maintenant la deuxie`me condition : a−1w(a) reste dans un compact. Il est
bien connu qu’il existe un sous-groupe de Levi L ∈ F(Mmin) de sorte que l’ensemble
des points fixes de w agissant sur A est AL et que w appartienne a` WL. La condition
”a−1w(a) reste dans un compact” entraˆıne qu’il existe un sous-ensemble compact CA
de A(F ) tel que a reste dans AL(F )CA. Pour toute racine α ∈ Σ
L, α(a) reste donc
dans un compact de R>0. Si N est assez grand, une telle racine ne peut intervenir ni
dans UP , ni dans UP¯ (car alors, on aurait |α(a)|F > N , resp. |α(a)|F < N
−1). Elle
appartient donc a` ΣM , d’ou` l’inclusion ΣL ⊂ ΣM , puis L ⊂ M . Donc w ∈ WM . On
suppose N assez grand pour que les deux proprie´te´s ci-dessus soient ve´rifie´es. On a e´crit
x = uu¯nwmminu
′ = uu¯P¯ u¯
P¯nwmminu
′. On a vu que u¯P¯ appartenait a` K
′ ∩ UP¯ (F ). Les
proprie´te´s de K ′ entraˆınent que uu¯u−1 appartient a` K ′ et peut s’e´crire uu¯u−1 = u¯′p, avec
u¯′ ∈ K ′ ∩ UP¯ (F ) et p ∈ K
′ ∩ P (F ). Alors x = u¯′punwmminu′. Le premier terme est dans
K ′ ∩ UP¯ (F ) et tous les autres appartiennent a` P (F ). Cela de´montre (1).
On peut fixer des mesures sur UP¯ (F ) et UP (F ) de sorte que l’on ait l’e´galite´∫
G(F )
f(a−1xa)ϕ(x) dx =
∫
UP¯ (F )×M(F )×UP (F )
f(a−1u¯mua)ϕ(u¯mu)δP (m) du¯ dmdu.
Supposons N assez grand pour que (1) soit ve´rifie´e. On peut alors restreindre l’inte´gration
sur UP¯ (F ) en une inte´gration sur K
′ ∩ UP¯ (F ). Puisque ϕ est invariante par ce groupe,
on a alors ϕ(u¯mu) = ϕ(mu). Il existe des compacts CM ⊂ M(F ) et CUP ⊂ UP (F ) tels
que ϕ(mu) 6= 0 entraˆıne m ∈ CM et u ∈ CUP . On a alors∫
G(F )
f(a−1xa)ϕ(x) dx =
∫
K ′∩UP¯ (F )×CM×CUP
f(a−1u¯mua)ϕ(mu) du¯ dmdu.
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Quand N est assez grand, a−1CUPa est aussi petit que l’on veut. On peut donc supposer
que f est invariante a` droite par a−1CUPa. Alors f(a
−1u¯mua) = f(a−1u¯ma). Mais alors,
dans la formule ci-dessus, on voit apparaˆıtre l’inte´grale
∫
CUP
ϕ(mu) du,
qui n’est autre que ∫
UP (F )
ϕ(mu) du
par de´finition de CUP . Or cette dernie`re inte´grale est nulle puisque ϕ est tre`s cuspidale.
Cela ache`ve la de´monstration. 
Fixons une mesure de Haar sur AG(F ). Soit ϕ ∈ C∞c (G(F )), supposons ϕ tre`s cuspi-
dale. Le lemme permet d’associer a` ϕ la distribution Dϕ de´finie par
Dϕ(f) =
∫
AG(F )\G(F )
∫
G(F )
f(g−1xg)ϕ(x) dx dg
pour toute f ∈ C∞c (G(F )) (cette de´finition est similaire a` celle de [8] paragraphe 3.2).
C’est une distribution invariante.
Soit M ∈ L(Mmin). On fixe sur AM(F ) la mesure de Haar telle que la mesure du plus
grand sous-groupe compact AM(F )
c de ce groupe vaille 1. Notons A∗M l’espace vectoriel
re´el dual de AM . Il existe un re´seau RM ⊂ A∗M tel que iA
∗
M/iRM s’identifie au groupe
des caracte`res unitaires de AM(F )/AM(F )
c. On munit A∗M de la mesure de Haar telle
que la mesure de A∗M/RM vaille 1. Notons M(F )ell l’ensemble des e´le´ments semi-simples
fortement re´guliers de M(F ) qui sont elliptiques, c’est-a`-dire contenus dans un sous-tore
maximal T de M tel que AT = AM . Fixons une facette spe´ciale Fsp ⊂ App(A) et posons
K0sp = K
0
Fsp. Pour une fonction f ∈ C
∞
c (G(F )) et pour x ∈M(F )ell, on de´finit l’inte´grale
orbitale ponde´re´e
JGM(x, f) = D
G(x)1/2
∫
AM (F )\G(F )
f(g−1xg)vGM(g) dg,
ou` DG est un de´terminant usuel et vGM est le poids de´fini par Arthur a` l’aide du groupe
K0sp et de la mesure fixe´e sur A
∗
M/A
∗
G. La fonction x 7→ J
G
M(x, f) est invariante par
conjugaison par M(F ). Dans le cas ou` f est tre`s cuspidale, on sait que cette fonction est
inde´pendante du choix de Fsp, cf. [4] lemme 5.2.1.
Soit ϕ ∈ C∞c (G(F )), supposons ϕ tre`s cuspidale. La formule des traces locale ([3])
permet de re´crire la de´finition de la distribution Dϕ sous la forme suivante :
(1) Dϕ(f) =
∑
M∈L(Mmin)
|WM ||W |−1(−1)dim(AM )−dim(AG)
∫
M(F )ell
fPM (m)J
G
M(m,ϕ) dm,
ou`, pour tout M , on a fixe´ un e´le´ment quelconque PM ∈ P(M).
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10 Repre´sentations de niveau 0 et fonctions cuspi-
dales associe´es
Soit π une repre´sentation admissible de G(F ) dans un espace complexe V . On suppose
que π est de longueur finie et de niveau 0, ce qui signifie que V est engendre´ par les sous-
espaces d’invariants V K
+
F pour F ∈ Fac(G). On conservera cette repre´sentation jusqu’a`
la fin de l’article.
Pour toute facette F ∈ Fac(G), notons V K
+
F le sous-espace des e´le´ments de V qui sont
invariants par K+F . Il est de dimension finie. La restriction de π au groupe K
†
F conserve
cet espace. Il s’en de´duit une repre´sentation de dimension finie du groupe K†F/K
+
F =
⊔ν∈N (F)GνF(Fq). On note πF cette repre´sentation et trace πF son caracte`re habituel. Soit
ν ∈ N (F). La fonction trace πF se restreint a` GνF(Fq) en un e´le´ment de C
inv(GνF ) que
l’on note φF ,ν (ou plus pre´cise´ment φπ,F ,ν). On note φF ,ν,cusp sa projection cuspidale dans
C invcusp(G
ν
F). Soit F
′ une facette dont l’adhe´rence contient F et telle que ν ∈ N (F ′). Il
correspond a` F ′ un sous-espace parabolique PνF ′ de G
ν
F . Une composante de Levi M
ν
F ′
de cet espace s’identifie a` GνF ′ . Modulo cette identification, on ve´rifie que
(1) φF ′,ν = res
Gν
F
Mν
F′
(φF ,ν).
Soit M un sous-groupe de Levi de G. Soit P ∈ P(M). On de´finit le module de
Jacquet VP , quotient de V par le sous-espace engendre´ par les π(u)(v)− v pour v ∈ V
et u ∈ UP (F ). On de´finit la repre´sentation πP de M(F ) dans VP de sorte que, pour
m ∈ M(F ) et v ∈ V , la projection de π(m)(v) dans VP soit δP (m)1/2πP (m)(vP ), ou` vP
est la projection de v. Ainsi, pour tout (FM , νM) ∈ Fac∗(M), on de´finit des fonctions
φπP ,FM ,νM et φπP ,FM ,νM ,cusp sur M
νM
FM
(Fq). Supposons νM ∈ NMG−comp, notons simplement
ν cet e´le´ment. Choisissons une facette F ∈ Fac(G) telle que F coupe p−1M (F
ν
M) selon un
ensemble ouvert. D’apre`s les lemmes 7 et 6 (que l’on peut appliquer car on ne perd rien
a` supposer que A ⊂M et F ⊂ App(A)), ν appartient a` N (F) et on a un isomorphisme
canoniqueGνF(Fq) ≃M
ν
FM
(Fq). Les fonctions φπ,F ,ν et φπ,F ,ν,cusp peuvent eˆtre conside´re´es
comme des fonctions sur ce dernier groupe MνFM (Fq). Montrons que
(2) on a les e´galite´s φπ,F ,ν = φπP ,FM ,ν et φπ,F ,ν,cusp = φπP ,FM ,ν,cusp.
Preuve. D’apre`s Moy et Prasad, la projection de V dans VP se restreint en un iso-
morphisme de V K
+
F sur V
K+
FM
P , cf. [13] proposition 6.7. Si on oublie le δP de la de´finition
du module de Jacquet, cet isomorphisme entrelace l’action de GνF (Fq) sur le premier
espace et celle de MνFM (Fq) sur le second. Mais le δP vaut 1 sur K
ν
F ∩M(F ) car l’image
dans Mad(F ) d’un e´le´ment de cet ensemble est contenu dans un sous-groupe compact.
La premie`re e´galite´ de (2) s’en de´duit. La seconde se de´duit de la premie`re par projection
cuspidale. 
En conse´quence,
(3) les fonctions φπ,F ,ν et φπ,F ,ν,cusp ci-dessus ne de´pendent pas du choix de F et les
fonctions φπP ,FM ,ν et φπP ,FM ,ν,cusp ne de´pendent pas du choix de P .
On notera simplement φπ,FM ,ν et φπ,FM ,ν , ou encore plus simplement φFM ,ν et φFM ,ν,cusp
ces fonctions.
Soient M un sous-groupe de Levi de G et g ∈ G(F ). Posons M ′ = gMg−1. L’action
de g sur l’immeuble Imm(GAD) envoie Imm(Mad) sur Imm(M
′
ad) et elle se descend
en une bijection de Imm(MAD) sur Imm(M
′
AD) qui est compatible aux de´compositions
en facettes de ces immeubles. Soit (FM , ν) ∈ Fac∗(M)G−comp et notons FM ′ = g(FM)
l’image de FM par cette bijection. Il est clair que (FM ′, ν) ∈ Fac∗(M ′)G−comp et que, de
la conjugaison par g se de´duit un isomorphisme MνFM (Fq) ≃M
′ν
FM′
(Fq). On a
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(4) cet isomorphisme transporte les fonctions φFM ,ν et φFM ,ν,cusp en les fonctions
φFM′ ,ν et φFM′ ,ν,cusp.
En effet, si on ”rele`ve” FM en F comme ci-dessus, on peut relever FM ′ en F ′ =
g(F). De la conjugaison par g se de´duit un isomorphisme GνF(Fq) ≃ G
ν
F ′(Fq). Celui-ci
transporte la fonction φF ,ν en la fonction φF ′,ν parce que l’ope´rateur π(g) entrelace les
repre´sentations πF et πF ′ . L’assertion (3) re´sulte alors de (2). 
Pour (F , ν) ∈ Fac∗(G), on a de´fini ci-dessus des fonctions φF ,ν et φF ,ν,cusp sur l’espace
GνF(Fq). Dans la suite, on les conside´rera la plupart du temps comme des fonctions sur
G(F ), a` support dans KνF et biinvariantes par K
+
F . Notons Fac
∗
max(G) l’ensemble des
(F , ν) ∈ Fac∗(G) tels que Fν est re´duit a` un point.
Lemme. Soit (F , ν) ∈ Fac∗max(G). Alors la fonction φF ,ν,cusp est tre`s cuspidale.
Preuve (cf. [8] paragraphe 3.2). On peut supposer F ⊂ App(A). Fixons une facette
ouverte Fmin ⊂ App(A) dont l’adhe´rence contient F . Comme on le sait, on peut fixer une
facette spe´ciale Fsp contenue dans l’adhe´rence de Fmin. On note K0sp = K
0
Fsp , K
+
sp = K
+
Fsp
et K0min = K
0
Fmin
. Le groupe K0min est contenu dans K
0
sp et il existe une unique sous-
groupe parabolique Pmin ∈ P(Mmin) de sorte que K0min = (K
0
sp ∩ Pmin(F ))K
+
sp. Soit
P un sous-groupe parabolique propre de G. On peut fixer g ∈ G(F ) tel que g−1(P )
contient Pmin. On sait que G(F ) = K
0
spPmin(F ). On peut donc supposer g ∈ K
0
sp. On a
la de´composition K0sp = ∪w∈WK
0
minnwK
0
min ou`, pour tout w ∈ W , nw est un rele`vement
de w dans K0sp ∩ NormG(F )(A). En vertu de l’e´galite´ K
0
min = (K
0
sp ∩ Pmin(F ))K
+
sp, on a
aussi bien K0sp = ∪w∈WK
0
minnw(K
0
sp ∩ Pmin(F )). Puisque l’on peut multiplier g a` droite
par un e´le´ment de Pmin(F ), on peut donc supposer g = knw pour un w ∈ W et un
k ∈ K0min. En posant Q = k
−1(P ), on a alors Q ∈ F(Mmin). Notons L la composante
de Levi de Q contenant Mmin et M = k(L). Pour m ∈ M(F ), on a φF ,ν,cusp,[P ](m) =∫
UQ(F )
φF ,ν,cusp(kluk
−1) du, ou` l = k−1mk. Mais K0min ⊂ K
0
F et la fonction φF ,ν,cusp
est invariante par conjugaison par ce groupe. On obtient que la relation φF ,ν,cusp,[P ] =
0 e´quivaut a` φF ,ν,cusp,[Q] = 0. Autrement dit, en oubliant cette construction, on peut
supposer que P et M contiennent Mmin. Dans ce cas, P de´termine un sous-groupe
parabolique P de GF de sorte que l’image de P (F ) ∩ K0F dans GF(Fq) soit P(Fq).
On veut prouver que φF ,ν,cusp,[Q] = 0. Puisque φF ,ν,cusp est a` support dans K
ν
F , c’est
clair si cet ensemble ne coupe pas P (F ). Supposons donc que P (F ) ∩ KνF 6= ∅. Dans
ce cas, il existe un sous-espace parabolique Pν de GνF tel que l’image de P (F ) ∩ K
ν
F
dans GνF (Fq) soit P
ν(Fq). On voit qu’il existe un espace de Levi M
ν de Pν de sorte que
la fonction φF ,ν,cusp,[Q] s’identifie a` res
Gν
F
Mν
(φF ,ν,cusp), a` une constante pre`s provenant des
mesures, ou` ici, φF ,ν,cusp est vue comme une fonction sur G
ν
F(Fq). La nullite´ cherche´e
re´sulte de la cuspidalite´ de cette fonction pourvu que Pν soit un sous-espace parabolique
propre. Mais supposons que Pν = GνF . Alors K
ν
F = (P (F ) ∩ K
ν
F )K
+
F . On sait que
K+F = (P (F ) ∩ K
+
F )(UP¯ (F ) ∩ K
+
F ) (ou` P¯ est le groupe contenant M et oppose´ a` P ).
On a donc KνF = (P (F ) ∩ K
ν
F)(UP¯ (F ) ∩ K
+
F ). Conside´rons n ∈ K
ν
F ∩ NormG(F )(A).
L’e´galite´ pre´ce´dente entraˆıne n ∈ P (F )UP¯ (F ). Mais l’intersection de P (F )UP¯ (F ) et de
NormG(F )(A) est NormM(F )(A). Donc n ∈ M(F ). Introduisons le sous-tore A de G0F
comme en 4(8) et (9) et identifions A a` X∗(A) ⊗Z R. L’e´galite´ Pν = GνF entraˆıne que
l’image de M(F ) ∩K0F dans GF(Fq) est ce groupe tout entier. Donc AF contient AM .
Rappelons que AνF est l’ensemble des points fixes de l’action de n dans AF . Puisque
n ∈M(F ), cette action est triviale sur AM donc AνF contient AM . Or AM 6= AG puisque
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P est propre alors que AνF = AG d’apre`s l’hypothe`se que F
ν est re´duit a` un point. Cette
contradiction ache`ve la preuve. 
11 De´finition de distributions
Fixons un sous-ensemble Fac∗max(G) des classes de conjugaison parG(F ) dans Fac
∗
max(G).
Lemme. Soit f ∈ C∞c (G(F )). Alors l’ensemble des (F , ν) ∈ Fac
∗
max(G) telles que
l’inte´grale ∫
G(F )
f(x)φF ,ν,cusp(x) dx
soit non nulle est fini.
Preuve (cf. [8]). On peut e´videmment se limiter aux (F , ν) tels que ν appartienne a`
l’image finie du support de f par l’application wG. Ces e´le´ments sont contenus dans un
ensemble fini de classes de conjugaison par G(F ). On peut donc fixer (F , ν) ∈ Fac∗max(G)
et se limiter a` l’ensemble des (g−1(F), ν) pour g ∈ G(F ), ou encore g ∈ K†F\G(F ). Mais
φg−1(F),ν,cusp(x) = φF,ν,cusp(gxg
−1), donc
∫
G(F )
f(x)φg−1(F),ν,cusp(x) dx = I(f, φF,ν,cusp, g)
avec la notation du paragraphe 9. D’apre`s les lemmes 9 et 10, L’ensemble des g tels que
ce terme soit non nul est compact modulo AG(F ), donc fini modulo K
†
F . Cela prouve le
lemme. 
On de´finit une distribution invariante Θπ,cusp par
Θπ,cusp(f) =
∑
(F ,ν)∈Fac∗max(G)
∫
G(F )
f(x)φF ,ν,cusp(x) dx.
Graˆce au lemme 10, on peut de´finir comme au paragraphe 9 une distribution DφF,ν,cusp
pour tout (F , ν) ∈ Fac∗max(G). Il re´sulte de la preuve ci-dessus que, pour tout f ∈
C∞c (G(F )), l’ensemble des (F , ν) ∈ Fac
∗
max(G) tels que DφF,ν,cusp(f) 6= 0 est fini qu’on a
l’e´galite´
(1) Θπ,cusp(f) =
∑
(F ,ν)∈Fac∗max(G)
mes(AG(F )\K
†
F)
−1DφF,ν,cusp(f).
Soit M un sous-groupe de Levi de G. Fixons un sous-groupe parabolique P ∈ P(M).
On de´finit comme ci-dessus la distribution ΘπP ,cusp sur M(F ). On de´finit de fac¸on
e´vidente les ensembles Fac∗max(M)G−comp et Fac
∗
max(M)G−comp. On de´finit une autre
distribution ΘMπ,cusp sur M(F ) par
ΘMπ,cusp(f) =
∑
(FM ,ν)∈Fac∗max(M)G−comp
∫
M(F )
f(x)φFM ,ν,cusp(x) dx
pour f ∈ C∞c (M(F )). Le groupe P n’intervient pas dans cette de´finition. On a
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(2) soit f ∈ C∞c (M(F )) ; si le support de f est forme´ d’e´le´ments compacts modulo
Z(G), on a l’e´galite´ ΘMπP ,cusp(f) = Θ
M
π,cusp(f).
En effet, pour (FM , νM) ∈ Fac∗max(M) tel que νM 6∈ N
M
G−comp, le support de φπP ,FM ,νM ,cusp
est forme´ d’e´le´ments qui ne sont pas compacts modulo Z(G). Pour une fonction f comme
ci-dessus, l’inte´grale ∫
M(F )
f(x)φπP ,FM ,ν,cusp(x) dx
est donc nulle. Et si νM ∈ NMG−comp, les fonctions φπP ,FM ,νM ,cusp et φFM ,νM ,cusp sont e´gales
d’apre`s 10(2).
12 Le the´ore`me principal
On de´finit le caracte`re-distribution de π par Θπ(f) = trace π(f) pour tout f ∈
C∞c (G(F )).
The´ore`me. Soit f ∈ C∞c (G(F )). Supposons que le support de f soit forme´ d’e´le´ments
compacts modulo Z(G). Alors on a l’e´galite´
Θπ(f) =
∑
M∈L(Mmin)
|WM ||WG|−1indGM(Θ
M
π,cusp)(f).
La de´monstration de ce the´ore`me occupe les paragraphes 13 a` 17.
13 Re´solutions de Schneider-Stuhler et Mayer-Solleveld
D’apre`s Schneider et Stuhler, on dispose d’une re´solution de V :
(1) 0→ Cn → Cn−1 → ...→ C0
δ0→ V
dont nous allons rappeler la de´finition, cf. [14] the´ore`me II.3.1. Pour i = 0, ..., n, Ci
est la somme directe sur les facettes F ∈ Fac(G) telles que dim(F) = i des espaces
d’invariants V K
+
F . L’homomorphisme C0 → V est la somme des inclusions V K
+
F ⊂ V .
Pour de´finir l’homomorphisme Ci → Ci−1 pour i > 0, on munit arbitrairement chaque
facette de dimension positive d’une orientation. Autrement dit, EF = AF/AG e´tant
un espace vectoriel re´el supportant F , on choisit une demi-droite dans la droite re´elle∧dim(F)(EF). Si dim(F) > 1, l’orientation de F de´termine une orientation de toute
facette F ′ de dimension dim(F)− 1 dans l’adhe´rence de F , d’ou` un signe ǫF ,F ′ qui vaut
1 si cette orientation est celle fixe´e pour F ′ et −1 dans le cas contraire. Si dim(F) = 1
et F ′ est l’un des deux points limites de F , ǫF ,F ′ vaut 1 si l’orientation de F pointe
dans la direction de F ′ et −1 dans le cas contraire. D’autre part, pour F et F ′ comme
ci-dessus, on a K+F ′ ⊂ K
+
F , d’ou` V
K+
F ⊂ V K
+
F′ . Alors l’homomorphisme Ci → Ci−1 est la
somme sur F de dimension i et F ′ dans l’adhe´rence de F des inclusions V K
+
F ⊂ V K
+
F′
multiplie´es par le signe ǫF ,F ′. Chaque Ci est muni d’une action de G(F ). Un e´le´ment
g ∈ G(F ) envoie un e´le´ment v ∈ V K
+
F sur π(g)v ∈ V K
+
gF multiplie´, si i > 0, par +1 si
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l’action de g envoyant F sur gF conserve l’orientation, par −1 sinon. La suite (1) est
une suite exacte de repre´sentations de G(F ).
Fixons F⋆ ∈ Fac(G;A). On pose simplement K†⋆ = K
†
F⋆
, K0⋆ = K
0
F⋆ , K
+
⋆ = K
+
F⋆
.
Pour tout entier R > 0, on fixe un sous-ensemble BR ⊂ Imm(GAD) de sorte que les
conditions suivantes soient ve´rifie´es :
(2) BR est compact et est re´union (finie) de facettes ;
(3) BR est invariant par K
†
⋆ ;
(4) l’intersection BR(A) = BR ∩ App(A) est convexe ;
(5) pour R < R′, on a BR ⊂ BR′ et Imm(GAD) est re´union des BR pour R ∈ N>0.
On peut construire de tels ensembles de la fac¸on suivante. De´crivons F⋆ par les
relations (1) et (2) du paragraphe 4. Rappelons que tous les ensembles Γα sont invariants
par translations par Z. On de´finit BR(A) comme l’ensemble des x ∈ App(A) ve´rifiant les
relations
cα,F⋆ −R ≤ α(x) ≤ cα,F⋆ +R pour tout α ∈ ΣF⋆ ;
cα,F⋆ −R ≤ α(x) ≤ c
+
α,F⋆
+R pour tout α ∈ Σ− ΣF⋆ .
Ces ensembles sont invariants par K†⋆ ∩ NormG(F )(A). On de´finit BR comme l’en-
semble des x ∈ Imm(GAD) tels qu’il existe k ∈ K†⋆ de sorte que kx ∈ BR(A). On a bien
BR(A) = BR ∩ App(A) en vertu de la proprie´te´ suivante :
(6) soient deux facettes F ,F ′ ⊂ App(A) ; supposons qu’il existe x ∈ K†⋆ telles que
x(F) = F ′ ; alors il existe n ∈ K†⋆ ∩NormG(F )(A) tel que n(F) = F
′.
Preuve. On e´crit x = nxx
′ avec nx ∈ K†⋆ ∩ NormG(F )(A) et x
′ ∈ K0⋆ . En posant
F ′′ = n−1x (F
′), on a x′(F) = F ′′ et il suffit de montrer qu’il existe n′′ ∈ K0⋆∩NormG(F )(A)
tel que n′′(F) = F ′′. En oubliant cette construction, on suppose x ∈ K0⋆ . On sait que s’il
existe g ∈ G(F ) tel que g(F) = F ′, alors il existe n1 ∈ NormG(F )(A) tel que n1(F) = F
′
(cf. [5] 7.4.1). Fixons donc un tel n1. On a alors n
−1
1 x ∈ K
†
F et on peut e´crire n
−1
1 x = n2y,
avec n2 ∈ NormG(F )(A) ∩ K
†
F et y ∈ K
0
F . On sait que, pour n
′, n′′ ∈ NormG(F )(A),
l’e´galite´ K0⋆n
′K0F = K
0
⋆n
′′K0F entraˆıne que n
′ appartient a` (K0⋆ ∩NormG(F )(A))n
′′(K0F ∩
NormG(F )(A)), cf. [9] remarque 9. L’e´galite´ x = n1n2y entraˆıne donc qu’il existe n ∈ K
0
⋆∩
NormG(F )(A) et n3 ∈ K0F ∩ NormG(F )(A) tels que n1n2 = nn3. Alors x = nn3y ∈ nK
0
F
et F ′ = x(F) = n(F). Cela de´montre (6). 
On voit alors que les ensembles BR ve´rifient les conditions requises.
Pour i = 0, ..., n, on note Ci,R le sous-espace de Ci qui est la somme directe des V
K+
F
pour F de dimension i et F ⊂ BR. On note VR = δ0(C0,R). D’apre`s Mayer et Solleveld,
la suite
0→ Cn,R → ...→ C0,R → VR
est une suite exacte de repre´sentations de K†⋆, cf. [12] the´ore`me 2.4. La condition (5)
entraˆıne que V est re´union des VR pour R ∈ N>0.
Puisqu’on a fixe´ une mesure de Haar sur G(F ), l’espace C∞c (G(F )) est une alge`bre
de convolution. Cette alge`bre agit dans V par π(f)v =
∫
G(F )
π(g)v f(g) dg pour f ∈
C∞c (G(F )) et v ∈ V . Fixons un sous-groupe ouvert H de K
0
⋆ qui est distingue´ dans K
†
⋆.
On note Cc(K
†
⋆/H) la sous-alge`bre des e´le´ments de C
∞
c (G(F )) qui sont biinvariantes
par H et a` support dans K†⋆. L’action de cette alge`bre conserve chaque sous-espace VR.
L’espace d’invariants V H e´tant de dimension finie, il est inclus dans VR si R est assez
grand. Dans ce cas, pour f ∈ Cc(K†⋆/H), la trace de l’ope´rateur π(f) dans V est e´gale a`
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celle de sa restriction a` VR. On obtient que, pour R assez grand,
(7) trace π(f) =
∑
i=0,...,n
(−1)itrace πi,R(f),
ou` πi,R est la repre´sentation de K
†
⋆ (ou de Cc(K
†
⋆/H)) dans Ci,R. Il est facile de calculer
chacune de ces traces. Soit F ∈ Fac(G). La restriction de π au groupe K†F conserve
l’espace V K
+
F . Comme on l’a dit au paragraphe 10, il s’en de´duit une repre´sentation de
dimension finie πF du groupe K
†
F/K
+
F = ⊔ν∈N (F)G
ν
F(Fq), dont on note trace πF la trace
habituelle. On la conside`re comme une fonction sur K†F invariante par K
+
F . A cause
des orientations intervenant dans la de´finition des actions de G(F ) sur les Ci, on doit
introduire le caracte`re ǫF de K
†
F de´fini ainsi : si dim(F) = 0, ce caracte`re est trivial ; si
dim(F) > 0, pour x ∈ K†F , ǫF(x) vaut 1 si l’action de x sur F conserve l’orientation, −1
sinon. Alors
(8) trace πi,R(f) =
∑
F⊂BR,dim(F)=i
∫
K†
F
ǫF (x)f(x)trace πF (x) dx.
Pour simplifier cette formule, montrons que
(9) soient F ∈ Fac(G) et ν ∈ N (F) ; alors (−1)dim(F)ǫF (k) = (−1)
dim(Fν ) pour tout
k ∈ KνF .
Preuve. Si dim(F) = 0, tous ces signes valent 1. Supposons dim(F) > 0. On ne perd
rien a` supposer que F ⊂ App(A). Comme K0F fixe tout point de F , le caracte`re ǫF est
trivial sur ce sous-groupe. On peut donc se limiter a` prouver la formule de l’assertion
pour k ∈ KνF ∩ NormG(F )(A). Notons xF le barycentre de F . L’action de k conserve ce
point et il existe un e´le´ment w ∈ W tel que ky−xF = w(y−xF ) pour tout y ∈ App(A).
Le sous-espace AF/AG de A/AG est engendre´ par les y−xF pour y ∈ F . Il est conserve´
par w. Par de´finition, ǫF (k) est le de´terminant de l’action de w dans AF/AG tandis
que dim(Fν) est la dimension de l’espace des points fixes de cette action. Or w est une
isome´trie. Il est e´le´mentaire de prouver que, pour une isome´trie w d’un espace euclidien
E, son de´terminant est e´gal a` (−1)dim(E)−dim(E
w), Ew e´tant l’espace des points fixes de
w. Cela prouve (8). .
En de´composant chaque K†F en re´union des K
ν
F pour ν ∈ N (F), on de´duit de (7),
(8) et (9) l’e´galite´
(10) trace π(f) =
∑
(F ,ν)∈Fac∗(G);F⊂BR
(−1)dim(F
ν )
∫
Kν
F
f(k)trace πF(k) dk.
La somme en F est finie puisque F ⊂ BR. La somme en ν ne l’est pas force´ment,
mais on peut imposer de plus a` ν d’appartenir a` l’image par wG du support de f . Alors
la somme devient finie. Rappelons que cela vaut pour toute f ∈ Cc(K†⋆/H) et tout R
assez grand.
14 Une variante de la formule de Meyer-Solleveld
Conside´rons l’ensemble Trip(G) des triplets (F ,F ′, ν) tels que :
- F et F ′ sont deux facettes de l’immeuble et F appartient a` l’adhe´rence F ′ de F ′ ;
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- ν appartient a` N (F) ∩N (F ′).
Deux tels triplets (F ,F ′, ν) et (F1,F ′1, ν1) sont dits conjugue´s si ν1 = ν et s’il existe
g ∈ G(F ) tel que gF = F1 et gF ′ = F ′1. Pour tout (F ,F
′, ν) ∈ Trip(G), on va de´finir un
nombre re´el z(F ,F ′, ν). On ne perd rien a` supposer que F ′ (donc aussi F) est contenue
dans App(A). Introduisons le sous-tore A de GF comme en 4(8) et (9). La facette F ′
de´termine un sous-espace parabolique PνF ′ de G
ν
F et un sous-tore A
ν
F ′ de A, dont le
commutantMνF ′ dansG
ν
F est une composante de Levi de P
ν
F ′. On sait que P
ν
F ′ de´termine
une chambre ouverte CF ,νF ′ dans l’espace X∗(A
ν
F ′)⊗ZR. Celui-ci s’identifie a` A
ν
F ′. Or on a
muni A, donc aussi AνF ′, d’une structure d’espace euclidien. Notons B la boule de centre
0 et de rayon 1 dans cet espace. On de´finit z(F ,F ′, ν) comme le quotient de la mesure
de B ∩ CF ,νF ′ par la mesure de B. Il est clair que
(1) pour deux e´le´ments conjugue´s (F ,F ′, ν) et F1,F ′1, ν), on a z(F ,F
′, ν) = z(F1,F ′1, ν
′).
Montrons que
(2) soit (F , ν) ∈ Fac∗(G) et soit Mν un espace de Levi de GνF ; d’apre`s 5(6), a` tout
Pν ∈ P(Mν) est associe´e une facette, notons-la FPν , et on a (F ,FPν , ν) ∈ Trip(G) ;
alors ∑
Pν∈P(Mν)
z(F ,FPν , ν) = 1.
Pour le prouver, on peut encore supposer que F ⊂ App(A) et que M contient A.
On note Aν
M
le plus grand tore de´ploye´ de GF commutant a` M
ν et on pose Aν
M
=
X∗(A
ν
M
)⊗ZR. Les chambres dansAνM associe´es aux diffe´rents P
ν ∈ P(Mν) sont disjointes
et leur re´union est dense dans Aν
M
. Donc la somme des mesures des intersections de ces
chambres avec la boule de centre 0 et de rayon 1 dans Aν
M
est la mesure de cette boule.
Cela prouve (2). 
Pour (F , ν) ∈ Fac∗(G) et pour un entier R > 0, notons ER(F , ν) l’ensemble des
F1 ∈ Fac(G) telles que F1 ⊂ BR et (F1,F , ν) ∈ Trip(G). Posons
zR(F , ν) =
∑
F1∈ER(F ,ν)
(−1)dim(F
ν
1 )z(F1,F , ν).
Pour (F , ν) ∈ Fac∗(G), on a de´fini les fonctions φF ,ν et φF ,ν,cusp sur GνF(Fq), que l’on
peut conside´rer comme des fonctions sur G(F ). Montrons que, pour f ∈ Cc(K†⋆/H) et
pour R assez grand, on a l’e´galite´
(3) trace π(f) =
∑
(F ,ν)∈Fac∗(G)
zR(F , ν)
∫
Kν
F
f(k)φF ,ν,cusp(k) dk.
Preuve. Fixons (F , ν) ∈ Fac∗(G) telle que F ⊂ BR. On de´finit une fonction fF ,ν
sur KνF par fF ,ν(g) =
∫
K
F+
f(gk) dk. On peut la descendre en une fonction sur GνF(Fq).
Alors ∫
Kν
F
f(k)trace πF (k) dk =
∑
Gν
F
(Fq)
fF ,ν(x)φF ,ν(x).
On calcule φF ,ν en appliquant la formule 2(5). On a explique´ en 5 que les sous-espaces pa-
raboliques deGνF correspondaient bijectivement aux facettes F
′ dont l’adhe´rence contient
F et telles que ν ∈ N (F ′). Autrement dit aux facettes F ′ telles que (F ,F ′, ν) ∈ Trip(G).
D’apre`s (2), pour une telle facette F ′ correspondant a` un sous-espace PνF ′, on peut choisir
z(PνF ′) = z(F ,F
′, ν). Un espace de Levi MνF ′ s’identifie a` G
ν
F ′ et res
Gν
F
Mν
F′
(φF ,ν) s’identifie
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a` φF ′,ν d’apre`s 10(1). Il en re´sulte que projcusp,Mν
F′
(φF ,ν) s’identifie a` φF ′,ν,cusp. A ce point,
la formule 2(5) donne
∑
Gν
F
(Fq)
fF ,ν(x)φF ,ν(x) =
∑
x∈Gν
F
(Fq)
∑
F ′∈Fac(G);(F ,F ′,ν)∈Trip(G)
z(F ,F ′, ν)fF ,ν(x)φF ′,ν,cusp[P
ν
F ′](x).
Fixons F ′ intervenant dans le membre de droite. On voit que
∑
x∈Gν
F
(Fq)
fF ,ν(x)φF ′,ν,cus[P
ν
F ′](x) =
∑
x∈Pν
F
(Fq)
fF ,ν(x)φF ′,ν,cusp[P
ν
F ′](x)
=
∑
x∈Gν
F′
(Fq)
fF ′,ν(x)φF ′,ν,cusp(x) =
∫
Kν
F′
f(k)φF ′,ν,cusp(k) dk.
D’ou`∫
Kν
F
f(k)trace πF(k) dk =
∑
F ′∈Fac(G);(F ,F ′,ν)∈Trip(G)
z(F ,F ′, ν)
∫
Kν
F′
f(k)φF ′,ν,cusp(k) dk.
Reportons cette e´galite´ dans la formule 13(10). On obtient
trace π(f) =
∑
(F ,ν)∈Fac∗(G);F⊂BR
(−1)dim(F
ν)
∑
F ′∈Fac(G);(F ,F ′,ν)∈Trip(G)
z(F ,F ′, ν)
∫
Kν
F′
f(k)φF ′,ν,cusp(k) dk.
On change F en F1 et F ′ en F et on intervertit les sommations. Il suffit d’appliquer la
de´finition de zR(F , ν) pour obtenir la formule (3). 
On a fixe´ une facette F⋆ ⊂ App(A). Fixons une facette ouverte F⋆⋆ ⊂ App(A) dont
l’adhe´rence contient F⋆. On poseK0⋆⋆ = K
0
F⋆⋆ . Ce groupe est contenu dansK
0
⋆ . Pour toute
f ∈ Cc(K†⋆/H), notons f⋆⋆ la fonction sur G(F ) de´finie par f⋆⋆(g) =
∫
K0⋆⋆
f(k−1gk) dk.
Elle appartient encore a` Cc(K
†
⋆/H). Montrons que la formule (3) entraˆıne
(4) trace π(f) =
∑
(F ,ν)∈Fac∗(G;A)
mes(K0⋆⋆ ∩K
0
F )
−1zR(F , ν)
∫
Kν
F
f⋆⋆(k)φF ,ν,cusp(k) dk.
Preuve. A tout e´le´ment (F , ν) ∈ Fac∗(G;A), associons l’ensemble XF ,ν des e´le´ments
(k(F), ν) quand k de´crit K0⋆⋆. On a
(5) quand (F , ν) de´crit Fac∗(G;A), la re´union des XF ,ν est Fac∗(G) tout entier.
En effet, soit (F1, ν) ∈ Fac∗(G). On sait que l’on peut fixer g ∈ G(F ) tel que F ′ =
g(F1) soit contenue dans l’adhe´rence de F⋆⋆. Le groupe K0⋆⋆ est un sous-groupe d’Iwahori
associe´ a` une facette deApp(A). On a donc la de´compositionG(F ) = K0⋆⋆NormG(F )(A)K
0
⋆⋆.
Ecrivons g−1 = k1nk2 conforme´ment a` cette de´composition. On a K
0
⋆⋆ ⊂ K
0
F ′ donc k2
fixe F ′. Alors F1 = k1n(F ′). Le couple (n(F ′), ν) appartient a` Fac∗(G;A) et on a
(F1, ν) = k1(n(F ′), ν). Cela de´montre (5).
Pour deux e´le´ments (F , ν) et (F ′, ν ′) de Fac∗(G;A) les ensembles X(F , ν) etX(F ′, ν ′)
sont disjoints ou e´gaux. Ils sont e´gaux si et seulement si ν = ν ′ et il existe k ∈ K0⋆⋆ tel que
F ′ = k(F). Les facettes F et F ′ e´tant toutes deux dans App(A), on sait que cette dernie`re
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condition ne peut eˆtre ve´rifie´e que si F ′ = F (cela se voit comme en 13(6)). Autrement
dit, les ensembles X(F , ν) et X(F ′, ν ′) sont toujours disjoints si (F , ν) 6= (F ′, ν ′). On
peut alors re´crire la somme (3) comme une somme sur les (F , ν) ∈ Fac∗(G;A) suivie
d’une somme sur les e´le´ments de X(F , ν). Cette dernie`re est aussi une somme sur les
(k(F), ν) pour k ∈ K0⋆⋆/K
0
⋆⋆ ∩K
0
F . Le terme que l’on somme est
zR(k(F), ν)
∫
Kν
k(F)
f(x)φk(F),ν,cusp(x) dx,
L’inte´grale se re´crit ∫
Kν
F
f(kxk−1)φk(F),ν,cusp(kxk
−1) dx.
Il re´sulte de 10(4) que φk(F),ν,cusp(kxk
−1) = φF ,ν,cusp(x). D’autre part, parce que BR est
invariant par K†⋆, on voit que zR(k(F), ν) = zR(F , ν). La contribution de X(F , ν) est
donc
zR(F , ν)
∫
Kν
F
φF ,ν,cusp(x)
∑
k∈K0⋆⋆/K
0
⋆⋆∩K
0
F
f(kxk−1) dx.
On voit que la somme inte´rieure est e´gale a`
mes(K0⋆⋆ ∩K
0
F)
−1f⋆⋆(x).
En rassemblant ces calculs, la formule (3) devient (4). 
15 Descente aux sous-groupes de Levi
Conside´rons un entier N > 0. Soit P ∈ F(Mmin). On note X ′N (P ) l’ensemble des
x ∈ App(A) tels que α(x) > N pour tout α ∈ Σ(UP ). Si Q ∈ F(Mmin) et Q ⊂ P , on a
UP ⊂ UQ donc X ′N(Q) ⊂ X
′
N (P ). On pose
XN(P ) = X
′
N(P )−
⋃
Q∈F(Mmin),Q(P
X ′N (Q).
Les ensembles X ′N(P ) et XN(P ) sont des re´unions de facettes (parce que, pour tout
α ∈ Σ, l’ensemble Γα contient Z). On a
(1) pour toute facette F ∈ Fac(G;A), l’ensemble des P ∈ F(Mmin) tels que F ⊂
X ′N(P ) posse`de un unique e´le´ment minimal ; celui-ci est l’unique P ∈ F(Mmin) tel que
F ⊂ XN (P ).
Preuve. Fixons x ∈ F . Notons Σ0(x), resp. Σ+(x), l’ensemble des e´le´ments α ∈ Σ
tels que α(x) = 0, resp. α(x) > 0. L’ensemble Σ0(x) ∪ Σ+(x) est clos, c’est-a`-dire que
pour deux e´le´ments α, β de cet ensemble tels que α + β ∈ Σ, α + β appartient encore
a` cet ensemble. La re´union de Σ0(x) ∪ Σ+(x) et de son oppose´ Σ0(x) ∪ (−Σ+(x)) est Σ
tout entier. Il en re´sulte qu’il existe Px ∈ F(Mmin) tel que Σ(Px) = Σ0(x) ∪ Σ+(x) et
Σ(UPx) = Σ+(x). On note Mx la composante de Levi de Px contenant Mmin. Choisissons
un sous-groupe parabolique minimal Pmin ∈ P(Mmin) tel que Pmin ⊂ Px. Notons ∆
la base de Σ associe´e a` Pmin, ∆
Mx le sous-ensemble des α ∈ ∆ qui interviennent dans
Mx et notons ∆N le sous-ensemble des α ∈ ∆ tels que α(x) > N . Il correspond a` cet
ensemble un sous-groupe parabolique P contenant Pmin : ∆ − ∆N est l’ensemble des
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racines simples intervenant dans la composante de Levi M de P qui contient Mmin. Pour
α ∈ ∆Mx , on a α(x) = 0 donc α 6∈ ∆N . Il en re´sulte que Mx ⊂ M donc Px ⊂ P .
Pour α ∈ Σ(UP ), α est combinaison line´aire a` coefficients entiers positifs d’e´le´ments de
∆ et au moins un e´le´ment de ∆N intervient avec un coefficient ≥ 1. Donc α(x) > N .
Cela entraˆıne que x ∈ X ′N(P ). Il reste a` prouver que, pour tout Q ∈ F(Mmin) tel que
x ∈ X ′N(Q), on a P ⊂ Q. Conside´rons donc un tel sous-groupe parabolique Q. Pour
α ∈ Σ(UQ), on a α(x) > N a fortiori α(x) > 0. Donc Σ(UQ) ⊂ Σ+(x), puis UQ ⊂ UPx .
Cela entraˆıne Px ⊂ Q d’ou` aussi Pmin ⊂ Q. A la composante de Levi L de Q contenant
Mmin correspond un sous-ensemble ∆
L de ∆. Pour α ∈ ∆ −∆L, on a α ∈ Σ(UQ) donc
α(x) > N , ce qui signifie que α ∈ ∆N . Donc L contient M puis Q contient P . Cela
ache`ve la preuve. 
Remarquons que
(2) l’ensemble XN(G) est compact ;
Preuve. C’est le comple´mentaire de la re´union des X ′N(P ) pour P propre. Or chacun
de ces ensembles est ouvert. Donc XN(G) est ferme´ et il suffit de prouver qu’il est inclus
dans un compact. D’apre`s la preuve pre´ce´dente, si x est un point de XN(G), il existe
Pmin ∈ P(Mmin) tel qu’en notant ∆ la base de Σ associe´e a` Pmin, on ait 0 ≤ α(x) ≤ N
pour tout α ∈ ∆. Pour chaque Pmin, l’ensemble des x ve´rifiant ces conditions est compact.
Il n’y a qu’un nombre fini de Pmin. 
Soit P ∈ F(Mmin), notons M sa composante de Levi contenant Mmin. L’application
produit UP¯ (F ) × M(F ) × UP (F ) → G(F ) identifie l’ensemble de de´part a` un ouvert
dense de G(F ). On a de´ja` fixe´ des mesures sur G(F ) et M(F ). On munit les groupes
UP¯ (F ) et UP (F ) de mesures de Haar de sorte que, pour toute fonction f ∈ C
∞
c (G(F )),
on ait l’e´galite´∫
G(F )
f(g) dg =
∫
UP¯ (F )×M(F )×UP (F )
f(u¯mu)δP (m) du dmdu¯.
Lemme. Il existe un entier N > 0 de sorte que, pour toute fonction f ∈ Cc(K†⋆/H) et
pour tout (F , ν) ∈ Fac∗(G;A) tel que F ⊂ X ′N(P ), on ait les proprie´te´s suivantes :
(i) si M ne contient pas MF ,ν ,∫
Kν
F
f⋆⋆(k)φF ,ν,cusp(k) dk = 0;
(ii) si M contient MF ,ν ,∫
Kν
F
f⋆⋆(k)φF ,ν,cusp(k) dk = mes(K
+
F ∩ UP¯ (F ))
∫
Kν
FM
f⋆⋆,[P ](k)φFM ,ν,cusp(k) dk.
Rappelons que la fonction φFM ,ν,cusp a e´te´ de´finie en 10.
Preuve. On fixe un entier c ≥ 1 de sorte que
(3) pour tout α ∈ Σ, |cα,F⋆| < c, |c
+
α,F⋆
| < c et Uα,−c ⊂ H .
On impose a` N de ve´rifier
(4) N ≥ 3c.
D’autre part, puisque K†⋆/Z(G)(F ) est compact, on peut aussi imposer
(5) soitm ∈M(F ) et, pour tout α ∈ Σ(UP ), soit uα ∈ Uα(F ) ; supposonsm
∏
α∈Σ(UP )
uα ∈
K†⋆ (pour un ordre fixe´ quelconque sur Σ(UP )) ; alors uα ∈ Uα,N−1 pour tout α ∈ Σ(UP ).
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Soit (F , ν) ∈ Fac∗(G;A) tel que F ⊂ X ′N(P ). Supposons d’abord que M contient
MF ,ν . Graˆce au lemme 6, on a l’e´galite´∫
Kν
F
f⋆⋆(k)φF ,ν,cusp(k) dk =
∫
K+
F
∩UP¯ (F )×K
ν
FM
×K+
F
∩UP (F )
f⋆⋆(u¯mu)φF ,ν,cusp(u¯mu) du dmdu¯.
Dans l’expression ci-dessus, on a φF ,ν,cusp(u¯mu) = φFM ,ν,cusp(m) d’apre`s 10(2) et parce
que φF ,ν,cusp est invariante par K
+
F . Pour α ∈ Σ(UP¯ ), on a cα,F < −N d’apre`s l’hypothe`se
F ⊂ X ′N (P ). Les relations 4(7) et (3) et (4) ci-dessus entraˆınent K
+
F ∩Uα(F ) ⊂ H . Dans
l’expression ci-dessus, on a donc u¯ ∈ H , d’ou` f⋆⋆(u¯mu) = f⋆⋆(mu). La formule ci-dessus
se re´crit
(6)
∫
Kν
F
f⋆⋆(k)φF ,ν,cusp(k) dk = mes(K
+
F ∩ UP¯ (F ))
∫
Kν
FM
ψ(m)φFM ,ν,cusp(m) dm,
ou`
ψ(m) =
∫
K+
F
∩UP (F )
f⋆⋆(mu) du.
Mais K+F ∩ UP (F ) est produit des K
+
F ∩ Uα(F ) pour α ∈ Σ(UP ). En utilisant 4(7), (5)
ci-dessus et l’hypothe`se F ⊂ X ′N(P ), on voit que, pour tous m ∈ M(F ) et u ∈ UP (F ),
la condition mu ∈ K†⋆ impose u ∈ K
+
F ∩ UP (F ). Puisque f⋆⋆ est a` support dans K
†
⋆,
on a f⋆⋆(mu) = 0 si u 6∈ K
+
F ∩ UP (F ). On peut donc remplacer dans la de´finition de
ψ l’inte´gration sur K+F ∩ UP (F ) par l’inte´gration sur UP (F ) tout entier. Alors ψ(m) =
δP (m)
−1/2f⋆⋆,[P ](m). Mais on inte`gre sur m ∈ KνFM . L’image d’un tel m dans Mad(F )
appartient a` un sous-groupe compact donc δP (m) = 1. On peut donc remplacer la
fonction ψ par f⋆⋆,[P ] et la formule (6) devient celle du (ii) de l’e´nonce´.
Supposons maintenant queM ne contient pasMF ,ν . Remarquons que, puisque f⋆⋆ est
a` support dans K†⋆, l’inte´grale a` calculer est nulle si K
†
⋆ ne coupe pas K
ν
F . On peut donc
supposer que K†⋆ coupe K
ν
F . Cela implique que ν ∈ N (F⋆) et que K
†
⋆ ∩K
ν
F = K
ν
⋆ ∩K
ν
F .
Notre inte´grale vit en fait sur cet ensemble. Fixons un point x⋆ ∈ Fν⋆ . Toute racine
α ∈ Σ−ΣMF,ν est non constante sur Fν. On peut donc fixer un point x ∈ Fν tel que, en
posant v = x−x⋆, on ait α(v) 6= 0 pour tout α ∈ Σ−ΣMF,ν . Conside´rons l’ensemble des
sous-groupes paraboliques P ′ ∈ F(Mmin) tels que α(v) > N − c pour tout α ∈ Σ(UP ′).
La condition (3) et l’hypothe`se F ∈ X ′N (P ) entraˆınent que P appartient a` cet ensemble.
La meˆme preuve qu’en (1) montre que cet ensemble posse`de un unique e´le´ment minimal.
On note Q cet e´le´ment et L sa composante de Levi contenant Mmin. On a donc Q ⊂ P
et L ⊂ M . A fortiori, L ne contient pas MF ,ν . On pose Q′ = MF ,ν ∩ Q, L′ = MF ,ν ∩ L.
Alors Q′ est un sous-groupe parabolique propre de MF ,ν et L
′ est sa composante de Levi
contenant Mmin. Il existe une unique facette F ′ telle que F ′ coupe le segment [x⋆, x]
selon un ouvert de ce segment et que x appartienne a` l’adhe´rence de cette intersection
(il se peut que F ′ = F). De meˆme, il existe une unique facette F ′⋆ telle que F
′
⋆ coupe
le segment [x⋆, x] selon un ouvert de ce segment et que x⋆ appartienne a` l’adhe´rence de
cette intersection. Montrons que
(7) ν ∈ N (F ′⋆) et ν ∈ N (F
′) ; Kν⋆ ∩ K
ν
F ⊂ K
ν
F ′⋆
⊂ Kν⋆ et K
ν
⋆ ∩ K
ν
F ⊂ K
ν
F ′ ⊂ K
ν
F ;
MF ′⋆,ν ⊂ L
′ et MF ′,ν ⊂ L′.
On conside`re le cas de F ′, celui de F ′⋆ e´tant analogue. Soit g ∈ K
ν
⋆ ∩ K
ν
F . Alors
l’action de g fixe x⋆ et x. Elle fixe donc tout point du segment. En particulier, elle fixe
un point de F ′ et g appartient a` K†F ′ . Puisque wG(g) = ν, on a ν ∈ N (F
′) et g ∈ KνF ′ .
L’inclusion KνF ′ ⊂ K
ν
F est e´vidente si F
′ = F . Sinon elle re´sulte de 5(6) car F est
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incluse dans l’adhe´rence de F ′. L’intersection de F ′ et du segment [x⋆, x] est contenue
dans l’ensemble des points fixes d’un e´le´ment g comme ci-dessus, donc incluse dans F ′ν .
Puisque cette intersection est ouverte dans le segment, une racine qui est constante sur
F ′ν annule v. D’apre`s le choix du point x, cela entraˆıne α ∈ ΣMF,ν . Cela entraˆıne aussi
α ∈ ΣL puisque, pour une racine β 6∈ ΣL, on a |β(v)| > N − c. Donc α ∈ ΣL
′
, d’ou`
l’inclusion MF ′,ν ⊂ L
′. Cela de´montre (7).
Une conse´quence de ces proprie´te´s est que
Kν⋆ ∩K
ν
F = K
ν
F ′⋆
∩KνF ′ .
Les groupes qui conservent ces espaces sont donc aussi e´gaux, c’est-a`-dire
K0⋆ ∩K
0
F = K
0
F ′⋆
∩K0F ′ .
On choisit un sous-groupe parabolique P ′ de G contenant Mmin et tel que P
′ ∩
MF ,ν = Q
′. L’ensemble Σ(UP ′) se de´compose en Σ
+
1 ∪Σ
+
2 , ou` Σ
+
1 = Σ(UQ′) et Σ
+
2 est son
comple´mentaire. On ordonne Σ(UP ′) de sorte que les e´le´ments de Σ
+
1 soient infe´rieurs a`
ceux de Σ+2 . On ordonne Σ(UP¯ ′) = −Σ(UP ′) de sorte que les e´le´ments de −Σ
+
2 soient
infe´rieurs a` ceux de −Σ+1 . On applique le lemme 6 a` (F
′, ν) et au couple (P ′, L′). C’est
loisible puisque MF ′,ν ⊂ L′. On a donc
KνF ′ =

 ∏
α∈Σ(UP¯ ′ )
K0F ′ ∩ Uα(F )

 (KνF ′ ∩ L′(F ))

 ∏
α∈Σ(UP ′ )
K0F ′ ∩ U−α(F )

 .
Une de´composition analogue vaut pour KνF ′⋆ . Puisque les produits ci-dessus sont directs,
on obtient une de´composition
Kν⋆ ∩K
ν
F = K
ν
F ′⋆
∩KνF ′ =

 ∏
α∈Σ(UP¯ ′ )
Kα

KνL′

 ∏
α∈Σ(UP ′ )
Kα

 ,
ou` KνL′ = K
ν
F ′ ∩K
ν
F ′⋆
∩ L′(F ) et, pour tout α ∈ Σ(UP ′),
K±α = K
0
F ′⋆
∩K0F ′ ∩ U±α(F ) = K
0
⋆ ∩K
0
F ∩ U±α(F ).
Cette de´composition se re´crit
Kν⋆ ∩K
ν
F = K
−
2 K
−
1 K
ν
L′K
+
1 K
+
2 ,
ou`, pour i = 1, 2 et ǫ = ±, Kǫi est le produit des Kǫα pour α ∈ Σ
+
i . On peut remplacer
notre inte´gration par une inte´gration sur le membre de droite ci-dessus (en choisissant
convenablement une de´composition de la mesure). D’ou`
∫
Kν
F
f⋆⋆(k)φF ,ν,cusp(k) dk =
∫
K−2 ...K
+
2
f⋆⋆(k
−
2 k
−
1 kL′k
+
1 k
+
2 )φF ,ν,cusp(k
−
2 k
−
1 kL′k
+
1 k
+
2 ) dk
−
2 ...dk
+
2 .
Pour α ∈ Σ+2 , α n’intervient pas dans MF ,ν et il re´sulte du lemme 6 que K
0
F ∩U±α(F ) =
K+F ∩U±α(F ). Donc K±α ⊂ K
+
F . La fonction φF ,ν,cusp est invariante par ce groupe, donc,
dans la formule ci-dessus, on a
φF ,ν,cusp(k
−
2 k
−
1 kL′k
+
1 k
+
2 ) = φF ,ν,cusp(k
−
1 kL′k
+
1 ).
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Pour α ∈ Σ+1 , α intervient dans UQ′ donc dans UQ. Donc α(v) > N − c. On a α(v) =
α(x)− α(x⋆) < c
+
α,F − cα,F⋆ . Graˆce a` (4), on en de´duit que c
−
α,F > cα,F⋆ . Graˆce a` 4(6) et
4(7), cela entraˆıne que K0⋆ ∩ Uα(F ) ⊂ K
+
F , d’ou` aussi Kα ⊂ K
+
F . Pour la meˆme raison
que ci-dessus, on obtient
φF ,ν,cusp(k
−
1 kL′k
+
1 ) = φF ,ν,cusp(k
−
1 kL′).
Toujours pour α ∈ −Σ+1 , α intervient dans UQ¯ donc α(v) < −N + c. Puisque α(v) =
α(x) − α(x⋆) > cα,F − c
+
α,F⋆
, on de´duit de (4) que cα,F < −c. Graˆce a` 4(6) et (3) ci-
dessus, cela entraˆıne que K0F ∩Uα(F ) ⊂ H . Donc Kα = K
0
F ∩Uα(F ) ⊂ H . Puisque H est
distingue´ dans K†⋆ et que f⋆⋆ est invariante par ce groupe, cela entraˆıne d’abord l’e´galite´
f⋆⋆(k
−
2 k
−
1 kL′k
+
1 k
+
2 ) = f⋆⋆(k
−
2 kL′k
+
1 k
+
2 ).
Cela entraˆıne aussi aussi que K−1 = K
0
F ∩ UQ¯′(F ). A ce point, on obtient la formule
(8)
∫
Kν
F
f⋆⋆(k)φF ,ν,cusp(k) dk =
∫
K−2 KL′K
+
1 K
+
2
f⋆⋆(k
−
2 kL′k
+
1 k
+
2 )φF ,ν,cusp,Q¯′(kL′) dk
−
2 dkL′dk
+
1 dk
+
2 ,
ou`
φF ,ν,cusp,Q¯′(kL′) =
∫
K0
F
∩UQ¯′(F )
φF ,ν,cusp(u¯kL′) du¯.
L’image de K0F ∩ Q¯(F ) dans GF (Fq) est le groupe des points sur Fq d’un sous-groupe
parabolique de Q¯′ de GF et l’image de K
0
F ∩L(F ) est le groupe des points sur Fq d’une
composante de Levi L′ de Q¯′. D’apre`s le lemme 6 applique´ a` F ′ et au groupe L′, on
peut fixer n ∈ NormL′(F )(A) ∩ K
ν
F ′ . A fortiori n ∈ K
ν
F . Notons n l’image de n dans
GνF . L’image w de n dans W appartient a` W
L′. La compatibilite´ des actions de n et
de n entraˆıne alors que la conjugaison par n conserve Q¯′ et L′. Alors Q¯′ν = nQ¯′ est
un sous-espace parabolique de GνF d’espace de Levi L
′ν = nL′. Introduisons le sous-
tore A de GF comme en 4(8) et (9). Identifions A a` X∗(A) ⊗Z R. Au groupe L′ et a`
l’espace L′ν correspondent des sous-espaces AL′ et AνL′. Ce dernier n’est autre que le
sous-espace des points fixes de w agissant dans le premier. Or, puisque L′ = MF ,ν ∩ L,
AL′ contient le sous-espace AL′. Puisque w ∈ WL
′
, il agit trivialement sur cet espace
doncAν
L′
contient lui aussi AL′. Puisque L′ ne contient pasMF ,ν , cela entraˆıne AνL′ 6= A
ν
F .
Donc L′ν est un sous-espace de Levi propre de GνF . En conside´rant les fonctions φF ,ν,cusp
et φF ,ν,cusp,Q¯′ comme des fonctions sur G
ν
F(Fq) et L
′ν(Fq), on voit que φF ,ν,cusp,Q¯′ est
e´gale a` res
Gν
F
L′
ν (φF ,ν,cusp), a` une constante non nulle pre`s provenant des choix de mesures.
Mais φF ,ν,cusp est cuspidale et le sous-espace L′
ν est propre. Donc φF ,ν,cusp,Q¯′ = 0. Alors
l’e´galite´ (8) de´montre le (i) de l’e´nonce´. 
Conside´rons le cas ou` M contient MF ,ν . On projette l’appartement App(A) sur
AppM(A). Comme dans la preuve du (ii), on peut construire un segment [x⋆, x] et des
facettes F ′⋆ et F
′. Comme dans cette preuve, on obtient la de´composition
K0⋆ ∩K
0
F = (K
+
F ∩ UP¯ (F ))(K
0
⋆ ∩K
0
F ∩M(F ))(K
0
⋆ ∩ UP (F ))
et l’e´galite´
K0⋆ ∩K
0
F ∩M(F ) = K
0
F ′⋆
∩K0F ′ ∩M(F ).
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Les facettes F⋆, F
′
⋆, F
′ et F se projettent dans des facettes FM⋆ , F
′M
⋆ , F ′M et FM
de AppM(A). Notons xM⋆ et x
M les projections de x⋆ et x. Ces points et les facettes
pre´ce´dentes sont dans la meˆme situation que x⋆, x et les facettes F⋆, F ′⋆, F
′ et F . C’est-
a`-dire que xM⋆ ∈ F
M
⋆ , x
M ∈ FM , les facettes F ′
M
⋆ et F ′M coupent le segment [xM⋆ , x
M ]
selon des ensembles ouverts, xM⋆ est adhe´rent a` F
′M
⋆ et xM est adhe´rent a` F ′M . Il en
re´sulte que
K0
F
′M
⋆
∩K0
F ′M
= KM,0⋆ ∩K
0
FM ,
ou` on a pose´ KM,0⋆ = K
0
FM⋆
. Or M contient MF ′⋆ et MF ′ . D’apre`s le lemme 6, on a donc
K0
F
′M
⋆
= K0F ′⋆ ∩M(F ) et K
0
F ′M
= K0F ′ ∩M(F ). Toutes ces relations conduisent a` l’e´galite´
K0⋆ ∩K
0
F ∩M(F ) = K
M,0
⋆ ∩K
0
FM
et la de´composition ci-dessus devient
K0⋆ ∩K
0
F = (K
+
F ∩ UP¯ (F ))(K
M,0
⋆ ∩K
0
FM )(K
0
⋆ ∩ UP (F )).
On peut appliquer les meˆmes constructions en remplac¸ant la facette F⋆ par F⋆⋆ (a priori,
il pourrait eˆtre ne´cessaire d’accroˆıtre N , ce qui serait sans conse´quence, mais on ve´rifie
que ce n’est pas meˆme ne´cessaire). D’ou`
(9) K0⋆⋆ ∩K
0
F = (K
+
F ∩ UP¯ (F ))(K
M,0
⋆⋆ ∩K
0
FM )(K
0
⋆⋆ ∩ UP (F )).
16 Un re´sultat d’annulation
Fixons N tel que le lemme pre´ce´dent soit ve´rifie´ pour tout P ∈ F(Mmin). Pour tout
tel P et pour tout f ∈ Cc(K
†
⋆/H), de´finissons
BN,R(P, f) =
∑
(F ,ν)∈Fac∗(G;A);F⊂XN (P )
mes(K0⋆⋆ ∩K
0
F)
−1zR(F , ν)
∫
Kν
F
f⋆⋆(k)φF ,ν,cusp(k) dk.
D’apre`s 15(1), la formule 13(4) se re´crit
(1) trace π(f) =
∑
P∈F(Mmin)
BN,R(P, f)
pourvu que R soit assez grand.
Fixons P et notons M sa composante de Levi contenant Mmin. D’apre`s le (ii) du
lemme 15, ne contribuent a` BN,R(P, f) que des e´le´ments (F , ν) tels que M contient
MF ,ν . Notons YN(P ) l’ensemble des (F , ν) ∈ Fac
∗(G;A) tels que F ⊂ XN(P ) et M
contient MF ,ν . Pour (F , ν) ∈ YN(P ), le lemme 15(i) calcule l’inte´grale intervenant dans
BN,R(P, f). La relation 15(9) conduit a` l’e´galite´
mes(K0⋆⋆ ∩K
0
F )
−1mes(K+F ∩ UP¯ (F )) = mes(K
0
⋆⋆ ∩ UP (F ))
−1mes(KM,0⋆⋆ ∩K
0
FM )
−1.
Ainsi
BN,R(P, f) = mes(K
0
⋆⋆ ∩ UP (F ))
−1
∑
(F ,ν)∈YN (P )
mes(KM,0⋆⋆ ∩K
0
FM )
−1zR(F , ν)
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∫
Kν
FM
f⋆⋆,[P ](k)φFM ,ν,cusp(k) dk.
Pour tout (FM , ν) ∈ Fac∗(M ;A)G−comp, notons YN(P,FM , ν) l’ensemble des F ∈ Fac(G;A)
telles que (F , ν) ∈ YN(P ) et FM = FM . La formule ci-dessus se re´crit
(2) BN,R(P, f) = mes(K
0
⋆⋆∩UP (F ))
−1
∑
(FM ,ν)∈Fac∗(M ;A)G−comp
mes(KM,0⋆⋆ ∩K
0
FM
)−1zN,R(P,FM , ν)
∫
Kν
FM
f⋆⋆,[P ](k)φFM ,ν,cusp(k) dk,
ou`
(3) zN,R(P,FM , ν) =
∑
F∈YN (P,FM ,ν)
zR(F , ν).
De meˆme que l’on a de´fini les sous-ensembles X ′N(Q) et XN (Q) de App(A) pour
Q ∈ F(Mmin), on de´finit les sous-ensembles X ′M(Q) et XM(Q) de AppM(A) pour Q ∈
FM(Mmin). Notons BM la boule dans AM de centre 0 et de rayon 1. Le sous-groupe
parabolique P de´finit une chambre CP dans AM .
Proposition. Si R est assez grand relativement a` N , les proprie´te´s suivantes sont
ve´rifie´es pour tout (FM , ν) ∈ Fac∗(M ;A)G−comp :
(i) si FM est contenu dans XMN (M) et F
ν
M est re´duit a` un point, zN,R(P,FM , ν) =
mes(BM ∩ CP )mes(BM)−1 ;
(ii) sinon, zN,R(P,FM , ν) = 0.
Preuve. D’apre`s la de´finition (3) ci-dessus et celle de zR(F , ν) donne´e en 13, on a
zN,R(P,FM , ν) =
∑
F∈YN (P,FM ,ν)
∑
F1∈ER(F ,ν)
(−1)dim(F
ν
1 )z(F1,F , ν).
Pour simplifier la notation, on change F en F ′ et F1 en F . En se rappelant les de´finitions,
on obtient
(4) zN,R(P,FM , ν) =
∑
F⊂BR(A);ν∈N (F)
(−1)dim(F
ν )
∑
F ′∈YN (P,FM ,F ,ν)
z(F ,F ′, ν),
ou` on rappelle que BR(A) = BR∩App(A) et ou` on a note´ YN(P,FM ,F , ν) l’ensemble des
F ′ ∈ YN(P,FM , ν) telles que F ⊂ F¯ ′. Plus explicitement, YN(P,FM ,F , ν) est l’ensemble
des facettes F ′ ∈ Fac(G;A) telles que ν ∈ N (F ′), F ′ ⊂ XN (P ), M contient MF ′,ν ,
F ′M = FM et F ⊂ F¯ ′.
Notons Ψ l’ensemble des facettes F ∈ Fac(G;A) qui coupent l’ensemble p−1M (F¯
ν
M).
D’apre`s le lemme 7(i), pour toute F ∈ Ψ, on a ν ∈ N (F) et Fν = F ∩ p−1M (F¯
ν
M).
L’ensemble p−1M (F¯
ν
M) est re´union disjointe des F
ν pour F ∈ Ψ et cette de´composition
est une de´composition en facettes qui sont toutes des polysimplexes comme on l’a vu au
paragraphe 5. Notons ΨR l’ensemble des F ∈ Ψ telles que F ⊂ BR(A). Puisque BR est
une re´union de facettes, pour F ∈ Fac(G;A), on a F ∈ ΨR si et seulement si F coupe
l’ensemble p−1M (F¯
ν
M)∩BR(A). L’ensemble p
−1
M (F¯
ν
M)∩BR(A) est re´union disjointe des F
ν
pour F ∈ ΨR.
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Conside´rons une facette F ∈ Fac(G;A) telle que ν ∈ N (F) et que l’ensemble
YN(P,FM ,F , ν) ne soit pas vide. Pour F ′ ∈ YN(P,FM ,F , ν), on a F ′ν = F ′ ∩ p
−1
M (F
ν
M)
d’apre`s le lemme 6, donc F¯ ′ν ⊂ p−1M (F¯
ν
M). Les conditions ν ∈ N (F) et F ⊂ F¯
′ en-
traˆınent Fν ⊂ F¯ ′ν d’apre`s 5(2). Donc F ∈ Ψ. Si de plus F ⊂ BR(A), on a F ∈ ΨR.
Dans l’expression (4), on peut donc remplacer l’ensemble de sommation en F par ΨR.
Conside´rons F ∈ ΨR et F
′ ∈ YN(P,FM ,F , ν). Les conditions ν ∈ N (F
′),M contient
MF ′,ν et F ′M = FM entraˆınent AνF ′ = A
ν
FM
d’apre`s le lemme 6. Rappelons qu’en po-
sant L = MFM ,ν , cet espace n’est autre que AL comme on l’a vu au paragraphe 5. Au
paragraphe 13, on a de´fini une chambre CF ,νF ′ dans cet espace. Elle est de´finie par des
ine´galite´s α(x) > 0 pour un certain ensemble de α ∈ Σ − ΣL. Il est bien connu que les
annulateurs dans AL des racines dans Σ − ΣL de´coupent cet espace en chambres (mi-
nimales) associe´es aux sous-groupes paraboliques de composantes de Levi L. Pour tout
tel sous-groupe Q, notons CQ la chambre associe´e. Alors la chambre C
F ,ν
F ′ est re´union
disjointe d’un certain nombre de chambres CQ et de sous-varie´te´s ferme´es de mesures
nulles. Rappelons que z(F ,F ′, ν) = mes(BL ∩C
F ,ν
F ′ )mes(BL)
−1 ou` BL est la boule dans
AL de centre 0 et de rayon 1. On a donc
z(F ,F ′, ν) =
∑
Q
mes(BL ∩ CQ)mes(BL)
−1,
ou` Q parcourt les e´le´ments de P(L) tels que CQ ⊂ C
F ,ν
F ′ . Inversement, partons de
F ∈ ΨR et d’un sous-groupe parabolique Q ∈ P(L). Il y a au plus une facette F ′ ∈
YN(P,FM ,F , ν) telle que CQ soit contenue dans C
F ,ν
F ′ . En effet, posons L = MF ,ν et
identifions AνF a` AL. La condition F
ν ⊂ p−1M (F¯
ν
M) entraˆıne que L ⊂ L. La chambre
CF ,νF ′ associe´e a` une facette F
′ ∈ YN(P,FM ,F , ν) est de´termine´e par un sous-groupe
parabolique QL ∈ PL(L). La condition CQ ⊂ C
F ,ν
F ′ e´quivaut a` ce que Q ∩ L = Q
L.
Plus concre`tement, fixons un e´le´ment ρQ ∈ CQ en position ge´ne´rale. Il existe une unique
facette telle que, pour x ∈ Fν , il existe ǫ > 0 tel que le segment ]x, x+ ǫρQ] soit contenu
dans cette facette. Notons-la F [Q]. Alors l’ensemble des F ′ ∈ YN(P,FM ,F , ν) telles que
CQ soit contenue dans C
F ,ν
F ′ est soit vide, soit re´duit a` cette unique facette F [Q]. Notons
ΨR[Q] l’ensemble des F ∈ ΨR telles que F [Q] appartient a` YN(P,FM ,F , ν). L’expression
(4) se re´crit
(5) zN,R(P,FM , ν) =
∑
Q∈P(L)
mes(BL ∩ CQ)mes(BL)
−1ZN,R[Q],
ou`
ZN,R[Q] =
∑
F∈ΨR[Q]
(−1)dim(F
ν ).
Fixons Q ∈ P(L) et F ∈ ΨR. Montrons que
(6) F ∈ ΨR[Q] si et seulement si pour x ∈ F
ν , il existe ǫ > 0 de sorte que le segment
]x, x+ ǫρQ] soit contenu dans p
−1
M (F¯
ν
M) et dans XN(P ).
En effet, ce segment est contenu dans F [Q]. Si F ∈ ΨR[Q], on a F [Q] ∈ YN(P,FM ,F , ν).
Donc F [Q] ⊂ XN(P ) et le segment lui-meˆme est inclus dans XN(P ). D’autre part,
F [Q] ⊂ p−1M (FM), donc ]x, x+ǫρQ] est inclus dans cet ensemble. Sa projection ]pM(x), pM(x)+
ǫpM(ρQ)] est incluse dans FM mais aussi dans pM(x) + AL/AM puisque ρQ ∈ AL. Or,
puisque AL = AMFM,ν et que pM(x) appartient a` F¯
ν
M , l’intersection de F et de cet es-
pace affine est e´gale a` FνM . Donc ]x, x + ǫρQ] est contenu dans p
−1
M (F¯
ν
M). Inversement,
supposons la conclusion de (6) ve´rifie´e. Alors la facette F [Q] contenant notre segment
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coupe p−1M (F¯
ν
M). Parce que l’on suppose ρQ en position ge´ne´rale, la facette F [Q] coupe
cet ensemble selon un ouvert. D’apre`s le (ii) du lemme 7, cela entraˆıne que ν ∈ N (F [Q]),
M contient MF [Q],ν et F [Q]
M = FM . Il est clair par construction que x appartient a`
F¯ [Q], donc F tout entie`re est contenue dans F¯ [Q]. Enfin F [Q] coupe XN(P ) et est donc
incluse dans cet ensemble. Toutes les conditions sont ve´rifie´es pour que F [Q] appartienne
a` YN(P,FM ,F , ν), autrement dit pour que F appartienne a` ΨR[Q]. Cela prouve (6).
Pour Q et F comme ci-dessus, e´tudions la condition : ]x, x + ǫρQ] est contenu dans
p−1M (F¯
ν
M), ce qui e´quivaut a` ce que le segment ferme´ [x, x + ǫρQ] soit contenu dans le
meˆme ensemble. En posant xM = pM(x) et ρ
M
Q = pM(ρQ), la condition e´quivaut a` ce
que [xM , xM + ǫρMQ ] soit contenu dans F¯
ν
M . Remarquons que x
M appartient a` la facette
FM qui contient pM(F), plus pre´cise´ment xM appartient au sous-ensemble FM,ν qui est
une facette de F¯νM . Supposons d’abord que Σ
M est un syste`me de racines irre´ductible
et utilisons la description de l’ensemble F¯νM donne´e au paragraphe 5. On y supprime les
exposants ν pour simplifier la notation. L’ensemble F¯νM est l’enveloppe convexe d’une
famille de points (si)i∈I . Le point x
M appartient a` la facette FM,ν de cette enveloppe,
a` laquelle est associe´ un sous-ensemble non vide IFM,ν ⊂ I. En fixant un point s ∈ F¯
ν
M ,
on peut e´crire xM − s =
∑
i∈I ai(si − s) avec des ai > 0 pour i ∈ IFM,ν , ai = 0 pour
i ∈ I − IFM,ν et
∑
i∈I ai = 1. Tout e´le´ment de AL/AM peut s’e´crire de fac¸on unique∑
i∈I λi(si − s) avec des re´els λi tels que
∑
i∈I λi = 0. En particulier, on peut e´crire
ainsi ρMQ =
∑
i∈I λi(si − s). Supposons d’abord |I| ≥ 2. Parce que ρQ est en position
ge´ne´rale, on a λi 6= 0 pour tout i ∈ I. Notons IQ l’ensemble des i ∈ I tels que λi < 0.
Cet ensemble est non vide puisque la somme des λi est nulle. Remarquons que, pour la
meˆme raison, on a IQ 6= I. On a xM+ǫρMQ −s =
∑
i∈I(ai+ǫλi)(si−s). La condition pour
que xM + ǫρQ appartienne a` l’enveloppe convexe de la famille (si)i∈I pour ǫ assez petit
est donc que ai > 0 quand λi < 0. Autrement dit IQ ⊂ IFM,ν . Si maintenant I n’a qu’un
e´le´ment, force´ment e´gal a` s, on a xM = s et ρMQ = 0. Donc le segment [x
M , xM + ǫρMQ ] est
re´duit au point xM et est inclus dans F¯νM . En posant formellement IQ = I, le re´sultat
est le meˆme que dans le cas |I| ≥ 2. Il est facile d’e´tendre ces re´sultats au cas ge´ne´ral
ou` ΣM n’est plus suppose´ irre´ductible. On de´compose ΣM en ΣM1 × ...× Σ
M
k ou` les Σ
M
l
sont irre´ductibles. Soit l ∈ {1, ..., k}. A FνM , resp. F , resp. ρQ, est associe´ une famille de
points (si,l)i∈Il, resp. un sous-ensemble non vide IFM,ν ,l ⊂ Il, resp. un sous-ensemble non
vide IQ,l ⊂ Il. On note I, resp. IFM,ν , IQ, la re´union disjointe des Il, resp. IFM,ν ,l, IQ,l.
Alors
(7) ]x, x+ ǫρQ] est contenu dans p
−1
M (F¯
ν
M) si et seulement si IQ ⊂ IFM,ν .
On conserve Q et F et on suppose que le segment ]x, x + ǫρQ] est contenu dans
p−1M (F¯
ν
M). On a de´ja` remarque´ que, parce que l’on suppose ρQ en position ge´ne´rale,
cela entraˆıne qu’il est en fait contenu dans p−1M (F
ν
M). Etudions la seconde condition :
]x, x+ ǫρQ] est contenu dans XN (P ). Montrons d’abord
(8) si FM n’est pas contenue dans XMN (M), ]x, x+ǫρQ] n’est pas contenu dans XN (P ).
Si FM n’est pas contenue dans X
M
N (M), on peut fixer un sous-groupe parabolique
PM1 ∈ F
M(Mmin) tel que P
M
1 6= M et FM est contenue dans X
′M
N (P
M
1 ). Notons P1 le
sous-groupe parabolique contenu dans P et tel que P1 ∩M = PM1 . Supposons que notre
segment soit inclus dansXN(P ). Soit y un point du segment et soit α ∈ Σ(UP1) = Σ(UP )∪
ΣM(UPM1 ). Si α ∈ Σ(UP ), on a α(y) > N par de´finition de XN(P ). Si α ∈ Σ(UPM1 ), on
a aussi α(y) > N parce que pM(y) ∈ F et que F est contenu dans X
′N
N (P
M
1 ). Cela
prouve que y appartient a` X ′N(P1). Parce que P1 ( P , cela contredit l’hypothe`se que y
appartient a` XN (P ). On a prouve´ (8).
Supposons que FM est contenue dans XMN (M). On peut fixer un sous-groupe parabo-
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lique minimal PMmin ∈ P
M(Mmin) de M de sorte que F¯M soit contenue dans l’adhe´rence
de la chambre positive associe´e a` ce parabolique. Autrement dit, en notant ∆M la base
de ΣM associe´e a` Pmin, on a α(y) ≥ 0 pour tout α ∈ ∆M et tout y ∈ F¯M . On note Pmin
l’unique sous-groupe parabolique contenu dans P et tel que Pmin ∩M = PMmin. On note
∆ la base de Σ associe´e a` Pmin. Soit y ∈ p
−1
M (FM). Alors
(9) la condition y ∈ XN(P ) e´quivaut a` α(y) > N pour tout α ∈ ∆−∆
M .
En effet, la condition y ∈ XN(P ) implique ces relations parce que ∆−∆M est contenu
dans Σ(UP ). Inversement, supposons ces relations ve´rifie´es. Toute racine α ∈ Σ(UP ) est
somme a` coefficients positifs ou nuls d’e´le´ments de ∆ et au moins un e´le´ment de ∆−∆M
intervient avec un coefficient strictement positif. Puisque β(y) ≥ 0 pour tout β ∈ ∆,
cela entraˆıne α(y) > N . Donc y ∈ X ′N(P ). Si y n’appartenait pas a` XN(P ), il y aurait
un sous-groupe parabolique P1 strictement contenu dans P tel que y ∈ XN (P1). Alors
pM(y) appartiendrait a` X
M
N (P1 ∩M). Puisque P1 ∩M est un sous-groupe parabolique
propre de M , on aurait y 6∈ XMN (M), contrairement a` l’hypothe`se sur FM . Cela prouve
(9).
Remarquons qu’une racine α ∈ ∆−∆M n’est pas constante sur p−1M (F¯
ν
M). Puisque ρQ
est en position ge´ne´rale, on a donc α(ρQ) 6= 0. Notons ∆P [Q] l’ensemble des α ∈ ∆−∆M
tels que α(ρQ) < 0. On de´duit imme´diatement de (9) que le segment ]x, x + ǫρQ] est
contenu dans p−1M (F¯
ν
M) pour ǫ > 0 assez petit si et seulement si les deux conditions
suivantes sont ve´rifie´es
α(x) ≥ N pour tout α ∈ ∆−∆M ;
α(x) > N pour tout α ∈ ∆P [Q].
Notons ∆P,N(F) l’ensemble des α ∈ ∆ − ∆M telles que α(x) = N (il ne de´pend
que de F , pas du choix de x). Si la premie`re condition ci-dessus est ve´rifie´e, la seconde
e´quivaut a` ∆P,N(F) ∩∆P [Q] = ∅. Autrement dit
(10) le segment ]x, x + ǫρQ] est contenu dans p
−1
M (F¯
ν
M) pour ǫ > 0 assez petit si et
seulement si les deux conditions suivantes sont ve´rifie´es
α(x) ≥ N pour tout α ∈ ∆−∆M ;
∆P,N(F) ∩∆P [Q] = ∅.
Il re´sulte de (6) et (8) que, si FM n’est pas contenue dans XMN (M), alors ΨR[Q] est
vide. Donc ZN,R[Q] = 0. Cela e´tant vrai pour tout Q, on a zN,R(P,FM , ν) = 0, ce qui
de´montre une partie du (ii) de l’e´nonce´. On suppose de´sormais que FM est contenue
dans XMN (M). Notons ΨR,N l’ensemble des facettes F ∈ ΨR telles que, pour x ∈ F , on a
α(x) ≥ N pour tout α ∈ ∆−∆M (avec la de´finition ci-dessus de ∆, qui ne de´pend pas
de Q). Il re´sulte de (6), (7) et (10) que ΨR[Q] est l’ensemble des F ∈ ΨR,N telles que
IQ ⊂ IFM,ν ;
∆P,N(F) ∩∆P [Q] = ∅.
Chacune de ces conditions est ouverte car, en passant de F a` une facette de son
adhe´rence, IFM,ν diminue tandis que ∆P,N(F) augmente. On va les convertir en conditions
ferme´es. On remarque que, pour F ∈ ΨR,N , on a
∑
J⊂IQ;J∩IFM,ν=∅
(−1)|J | =
{
1, si IQ ⊂ IFM,ν ,
0, sinon ;
∑
D⊂∆P,N (F)∩∆P [Q]
(−1)|D| =
{
1, si ∆P,N(F) ∩∆P [Q] = ∅,
0, sinon ;
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Pour des sous-ensembles J ⊂ IQ et D ⊂ ∆P [Q], notons ΨR,N [J,D] l’ensemble des
F ∈ ΨR,N telles que J ∩ IFM,ν = ∅ et D ⊂ ∆P,N(F). Alors la fonction caracte´ristique de
ΨR[Q] est la somme des fonctions caracte´ristiques des ΨR,N [J,D] affecte´es du coefficient
(−1)|J |+|D|. D’ou`
(11) ZN,R[Q] =
∑
J⊂IQ
∑
D⊂∆P [Q]
(−1)|J |+|D|ZN,R[J,D],
ou`
ZN,R[J,D] =
∑
F∈ΨR,N [J,D]
(−1)dim(F
ν).
Fixons J et D. Il re´sulte des de´finitions que ΨR,N [J,D] est l’ensemble des F ∈ Ψ telles
que Fν soit contenue dans un certain sous-ensemble E[J,D] de p−1M (F¯
ν
M). Pre´cise´ment,
c’est l’ensemble des x ∈ App(A) tels que
(12)(a) x ∈ p−1M (F¯
ν
M) ;
(12)(b) x ∈ BR(A) ;
(12)(c) pM(x) appartient a` une facette F
′ν
M de F¯
ν
M dont l’ensemble de points associe´s
IF ′ν est disjoint de J ;
(12)(d) α(x) = N pour α ∈ D tandis que α(x) ≥ N pour α ∈ ∆−∆M et α 6∈ D.
Cet ensemble est ferme´ et est re´union de facettes Fν . Le nombre ZN,R[J,D] apparaˆıt
comme la caracte´ristique d’Euler-Poincare´ de E[J,D]. Avec les notations introduites
plus haut, posons Jl = Il ∩ J pour tout l = 1, ..., k. On a J =
⋃
l=1,...,k Jl. Pour toute
facette F ′
ν
M de F¯
ν
M , on a de meˆme IF ′ν
M
=
⋃
l=1,...,k IF ′ν
M
,l
et chaque ensemble IF ′ν
M
,l
est
non vide. Un tel ensemble ne peut eˆtre disjoint de Jl que si Jl 6= Il. S’il existe l tel que
Jl = Il, l’ensemble E[J,D] est donc vide et ZR,N [J,D] = 0. Notons J l’ensemble des
sous-ensembles J ⊂ IQ tels que Jl 6= Il pour tout l = 1, ..., k. Supposons maintenant
J ∈ J . L’ensemble I−J de´finit alors une facette de F¯νM . Fixons un point y
M [J ] de cette
facette. Puisque les e´le´ments de ∆−∆M se restreignent en des formes line´aires sur AM
qui sont line´airement inde´pendantes, on peut fixer un point y[J,D] ∈ App(A) tel que
pM(y[J,D]) = y
M [J ] et α(y[J,D]) = N pour α ∈ ∆−∆M . Ce point y[J,D] ve´rifie toutes
les conditions pour appartenir a` E[J,D], sauf peut-eˆtre la condition y[J,D] ∈ BR(A).
Mais, N e´tant fixe´, les donne´es sous-jacentes intervenant sont en nombre fini. C’est clair
pour les donne´es P et Q. Puisqu’on a suppose´ FM ⊂ XMN (M), il n’y a qu’un nombre fini
de telles facettes. L’ensemble des ν peut eˆtre infini mais FνM ne de´pend en fait que de
l’image de ν modulo le groupe wG(Z(G)(F )) et ces images sont en nombre fini. Enfin,
J et D sont en nombre fini. On n’a donc qu’un nombre fini de points y[J,D]. Si R est
assez grand, tous ces points appartiennnent a` BR(A). Supposons qu’il en soit ainsi. Alors
y[J,D] ∈ E[J,D] et cet ensemble n’est pas vide. Montrons que
(13) E[J,D] est convexe.
Les conditions (12)(a) et (12)(d) de´finissent e´videmment des convexes. Il en est de
meˆme de (12)(b) car on a impose´ a` BR(A) d’eˆtre convexe. On ve´rifie que, pour deux
facettes F ′
ν
M et F
′′ν
M de F¯
ν
M , un point appartenant a` un segment joignant un point de
la premie`re a` un point de la seconde appartient a` une facette FνM,1 telle que IFνM,1 ⊂
I
F
′ν
M
∪ I
F
′′ν
M
. Donc (12)(c) de´finit aussi un convexe. Cela de´montre (13).
Puisque E[J,D] est un convexe non vide, sa caracte´ristique d’Euler-Poincare´ vaut 1,
c’est-a`-dire ZN,R[J,D] = 1. On obtient
ZN,R[Q] =
∑
J∈J
∑
D⊂∆P [Q]
(−1)|J |+|D|.
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La somme en D vaut 1 si ∆P [Q] = ∅ et 0 sinon. La somme en J se de´compose en produit
sur l = 1, ..., k de sommes ∑
Jl⊂IQ,l,Jl 6=Il
(−1)|Jl|.
Fixons l. Si Il n’a qu’un e´le´ment, alors IQ,l = Il et le seul terme Jl intervenant est
l’ensemble vide. La somme ci-dessus vaut 1. Si Il a au moins 2 e´le´ments, IQ,l est un
sous-ensemble non vide de Il et on a remarque´ plus haut qu’il n’e´tait pas e´gal a` Il tout
entier. La condition Jl 6= Il est donc inutile dans la de´finition ci-dessus et la somme est
nulle. On obtient que ZR,N [Q] vaut 1 si ∆P [Q] = ∅ et |Il| = 1 pour tout l et vaut 0 sinon.
La deuxie`me condition e´quivaut a` ce que FνM soit re´duit a` un point. Si elle est ve´rifie´e,
on a MFM ,ν = M , c’est-a`-dire L =M . Donc Q et P sont deux sous-groupes paraboliques
de meˆme composante de Levi. Puisque ρQ est un point ge´ne´ral de la chambre associe´e a`
Q, la condition ∆P [Q] = ∅ e´quivaut alors a` Q = P . Donc ZR,N [Q] = 1 si FνM est re´duit
a` un point et Q = P tandis que ZR,N [Q] = 0 sinon. La relation (5) entraˆıne alors que
zN,R(P,FM , ν) vaut mes(BM ∩ CP )mes(BM)−1 si FνM est re´duit a` un point et 0 sinon.
Cela ache`ve la de´monstration. 
17 De´monstration du the´ore`me 12
Pour f ∈ Cc(K†⋆/H) et P ∈ F(Mmin), on a de´fini en 16 le terme BN,R(P, f). La
proposition de ce paragraphe convertit la formule 16(2) en
BN,R(P, f) = mes(BM ∩ CP )mes(BM)
−1mes(K0⋆⋆ ∩ UP (F ))
−1
∑
(FM ,ν)∈Fac∗max(M ;A)G−comp,FM⊂X
M
N
(M)
mes(KM,0⋆⋆ ∩K
0
FM
)−1
∫
Kν
FM
f⋆⋆,[P ](k)φFM ,ν,cusp(k) dk.
Cela vaut pourvu que R soit assez grand relativement a` N . Le lemme 11 s’applique a`
M . Il montre que, si N est assez grand, l’inte´grale ci-dessus est nulle pour un e´le´ment
(FM , ν) ∈ Fac∗max(M ;A)G−comp tel que FM n’est pas inclus dans X
M
N (M). En choisissant
N assez grand (puis R assez grand), on peut supprimer la condition FM ⊂ XMN (M) dans
la formule ci-dessus. On obtient une expression qui ne de´pend plus de N et que l’on note
simplement B(P, f). Posons h = f⋆⋆,[P ]. En imitant la de´finition de 14, on de´finit une
fonction h⋆⋆ sur M(F ) par
h⋆⋆(m) =
∫
KM,0⋆⋆
h(x−1mx) dx.
Mais il est clair que h est par construction invariante par conjugaison par KM,0⋆⋆ . Donc
h⋆⋆ = mes(K
M,0
⋆⋆ )h. Alors
B(P, f) = mes(BM ∩ CP )mes(BM)
−1mes(K0⋆⋆ ∩ UP (F ))
−1mes(KM,0⋆⋆ )
−1
∑
(FM ,ν)∈Fac∗max(M ;A)G−comp
mes(KM,0⋆⋆ ∩K
0
FM
)−1
∫
Kν
FM
h⋆⋆(k)φFM ,ν,cusp(k) dk
= mes(BM ∩ CP )mes(BM )
−1mes(K0⋆⋆ ∩ P (F ))
−1
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∑
(FM ,ν)∈Fac∗max(M ;A)G−comp
mes(KM,0⋆⋆ ∩K
0
FM
)−1
∫
Kν
FM
h⋆⋆(k)φFM ,ν,cusp(k) dk
ou` la mesure sur P (F ) = M(F )UP (F ) est le produit des mesures surM(F ) et sur UP (F ).
Le meˆme calcul qui a permis de convertir la formule 14(3) en (4), mais en sens inverse,
conduit a` l’e´galite´
B(P, f) = mes(BM ∩ CP )mes(BM)
−1mes(K0⋆⋆ ∩ P (F ))
−1
∑
(FM ,ν)∈Fac∗max(M)G−comp
∫
Kν
FM
h(k)φFM ,ν,cusp(k) dk.
Autrement dit, en utilisant les de´finitions,
B(P, f) = mes(BM ∩ CP )mes(BM)
−1mes(K0⋆⋆ ∩ P (F ))
−1mes(KM,0⋆⋆ )
−1ΘMπ,cusp(f⋆⋆,[P ]).
Remarquons que cette expression est inde´pendante de la mesure fixe´e sur P (F ) puisque
le dernier terme est proportionnel a` cette mesure tandis que l’avant-dernier lui est inver-
sement proportionnel. D’apre`s 16(1), on a
trace π(f) =
∑
P∈F(Mmin)
B(P, f).
Pour tout w ∈ W , on peut remplacer ci-dessus P par w−1(P ) puis moyenner en w. D’ou`
trace π(f) = |W |−1
∑
P∈F(Mmin)
∑
w∈W
B(w−1(P ), f).
Fixons P et, pour tout w ∈ W , relevons w en un e´le´ment nw ∈ NormG(F )(A). Il est
clair que mes(Bw−1(M) ∩ Cw−1(P )) = mes(BM ∩ CP ) et que mes(K
0
⋆⋆ ∩ w
−1(P )(F )) =
mes(nwK
0
⋆⋆n
−1
w ∩ P (F )). En de´vissant les de´finitions, on ve´rifie que
Θw
−1(M)
π,cusp (f⋆⋆,[w−1(P )]) = Θ
M
π,cusp((
nw(f⋆⋆))[P ]).
D’ou`
B(w−1(P ), f) = mes(BM ∩ CP )mes(BM )
−1ΘMπ,cusp(f [w][P ]),
ou` f [w] = mes(nwK
0
⋆⋆n
−1
w ∩ P (F ))
−1nw(f⋆⋆). Par de´finition, pour g ∈ G(F ), on a
f [w](g) = mes(nwK
0
⋆⋆n
−1
w ∩ P (F ))
−1
∫
K0⋆⋆
f(k−1n−1w gnwk) dk.
Des mesures sur G(F ) et sur P (F ) se de´duit une mesure sur P (F )\G(F ), cf. 11. On
ve´rifie que, pour toute fonction ϕ sur G(F ) ve´rifiant ϕ(mug) = δP (m)ϕ(g) pour tous
m ∈M(F ), u ∈ UP (F ) et g ∈ G(F ), on a l’e´galite´∫
P (F )\P (F )nwK0⋆⋆
ϕ(g) dg = mes(nwK
0
⋆⋆n
−1
w ∩ P (F ))
−1
∫
K0⋆⋆
ϕ(nwk) dk.
En conse´quence,
ΘMπ,cusp(f [w][P ]) =
∫
P (F )\P (F )nwK0⋆⋆
ΘMπ,cusp((
gf)[P ]) dg.
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La re´union des ensembles P (F )\P (F )nwK
0
⋆⋆ quand w de´crit W est P (F )\G(F ) tout
entier. Les ensembles associe´s a` w et w′ sont disjoints ou confondus. Ils sont confondus
si et seulement si w ∈ WMw′. On obtient que
∑
w∈W
ΘMπ,cusp(f [w][P ]) = |W
M |
∫
P (F )\G(F )
ΘMπ,cusp((
gf)[P ]) dg = |W
M |indGM(Θ
M
π,cusp)(f).
Puis ∑
w∈W
B(w−1(P ), f) = |WM |mes(BM ∩ CP )mes(BM )
−1indGM(Θ
M
π,cusp)(f),
et
trace π(f) = |W |−1
∑
P∈F(Mmin)
|WM |mes(BM ∩ CP )mes(BM )
−1indGM(Θ
M
π,cusp)(f),
ou`, comme ci-dessus, M de´signe la composante de Levi de P contenant Mmin. On peut
de´composer la somme en P en une somme sur M ∈ L(Mmin) puis une somme sur
P ∈ P(M). PourM fixe´, la somme des mes(BM ∩CP )mes(BM)−1 quand P de´crit P(M)
vaut 1 puisque les chambres CP sont disjointes et que l’adhe´rence de leur re´union est
AM tout entier. D’ou`
trace π(f) =
∑
M∈L(Mmin)
|WM ||W |−1indGM (Θ
M
π,cusp)(f).
Cela de´montre le the´ore`me 12 pour une fonction f ∈ Cc(K†⋆/H). Puisqu’on peut choisir
des groupes H ve´rifiant les conditions impose´es en 14 et aussi petits que l’on veut, le
re´sultat vaut pour toute fonction f ∈ C∞c (G(F )) a` support dansK
†
⋆. Puisque F⋆ e´tait une
facette quelconque dans App(A) et que toutes les distributions ci-dessus sont invariantes
par conjugaison, le re´sultat vaut pour toute fonction f ∈ C∞c (G(F )) telle qu’il existe
une facette F ∈ Fac(G) de sorte que le support de f soit contenu dans K†F . Conside´rons
maintenant une fonction f ∈ C∞c (G(F )) dont le support est forme´ d’e´le´ments compacts
modulo Z(G). Chacun de ces e´le´ments est contenu dans K†F pour une certaine facette F .
Puisque le support de f est compact et que les ensembles K†F sont ouverts, une partition
de l’unite´ permet d’e´crire f comme une combinaison line´aire finie de fonctions f ′ pour
lesquelles il existe une facette F ′ de sorte que f ′ soit a` support dans K†F ′. L’e´galite´ ci-
dessus vaut pour ces fonctions f ′, donc aussi pour f . Cela ache`ve la preuve du the´ore`me
12.
18 Expression du caracte`re a` l’aide d’inte´grales or-
bitales ponde´re´es
On sait que la distribution Θπ est localement inte´grable, plus pre´cise´ment, elle est
associe´e a` une fonction θπ sur G(F ) qui est localement inte´grable sur G(F ) et localement
constante sur le sous-ensemble des e´le´ments semi-simples fortement re´guliers. La formule
de Weyl permet d’e´crire
(1) Θπ(f) =
∑
M∈L(Mmin)
|WM ||WG|−1
∫
M(F )ell
fPM (m)θπ(m)D
G(m)1/2dm
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pour toute f ∈ C∞c (G(F )), ou`, pour tout M , PM est un e´le´ment quelconque de P(M).
En utilisant les formules 9(1) et 11(1), on a l’e´galite´
Θπ,cusp(f) =
∑
(F ,ν)∈Fac∗max(G)
mes(AG(F )\K
†
F)
−1
∑
M∈L(Mmin)
|WM ||WG|−1(−1)dim(AM )−dim(AG)
∫
M(F )ell
fPM (m)J
G
M(m,φF ,ν,cusp) dm.
Pour L ∈ L(Mmin), on a une formule similaire pour la distribution Θ
L
π,cusp. Pour M ⊂ L
deux sous-groupes de Levi contenant Mmin, pour P ⊂ Q deux sous-groupes paraboliques
de composantes de LeviM , resp. L, on a l’e´galite´ (fQ)P∩L = fP pour tout f ∈ C∞c (G(F )).
On en de´duit
indGL (Θ
L
π,cusp)(f) =
∑
(FL,ν)∈Fac
∗
max(L)G−comp
mes(AL(F )\K
†
FL
)−1
∑
M∈LL(Mmin)
|WM ||WL|−1
(−1)dim(AM )−dim(AL)
∫
M(F )ell
fPM (m)J
L
M(m,φFL,ν,cusp) dm
pour toute f ∈ C∞c (G(F )). Donc
(2)
∑
L∈L(Mmin)
|WL||WG|−1indGL(Θ
L
π,cusp)(f) =
∑
M∈LL(Mmin)
|WM ||WL|−1
∫
M(F )ell
fPM (m)θ
M
π,comp(m)D
G(m)1/2 dm,
ou`, pour M ∈ L(Mmin) et m ∈M(F )ell, on a pose´
θMπ,comp(m) = D
G(m)−1/2
∑
L∈L(M)
(−1)dim(AM )−dim(AL)
∑
(FL,ν)∈Fac
∗
max(L)G−comp
mes(AL(F )\K
†
FL
)−1JLM(m,φFL,ν,cusp).
Le the´ore`me 12 dit que les deux expressions (1) et (2) sont e´gales si f est a` support
compact modulo Z(G). On en de´duit le calcul suivant pour le caracte`re θπ restreint
aux e´le´ments semi-simples fortement re´guliers et compacts modulo Z(G). Soit x un tel
e´le´ment. Quitte a` conjuguer x, on peut supposer qu’il existe M ∈ L(Mmin) de sorte que
x appartienne a` M(F ) et soit elliptique dans M . On a alors l’e´galite´
(3) θπ(x) = θ
M
π,comp(x).
On peut interpre´ter la de´finition de la fonction θMπ,comp de la fac¸on suivante. Fixons une
fonction P : L(Mmin)→ F(Mmin) telle que P (L) ∈ P(L) pour tout L ∈ L(Mmin). Pour
toutM ∈ L(Mmin), on de´finit une fonction θMπ,P sur l’ensemble des e´le´ments semi-simples
fortement re´guliers de M(F ) par
θMπ,P (m) = D
G(m)−1/2
∑
L∈L(M)
(−1)dim(AM )−dim(AL)
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∑
(FL,νL)∈Fac
∗
max(L)
mes(AL(F )\K
†
FL
)−1JLM(m,φπP (L),FL,νL,cusp).
On a :
(4) si m est compact modulo Z(G), alors θMπ,comp(m) = θ
M
π,P (m).
La preuve est la meˆme qu’en 11(2).
Soit g ∈ G(F ) un e´le´ment semi-simple et fortement re´gulier. D’apre`s Casselman, cf.
[7] paragraphe 2, on lui associe un sous-groupe parabolique Qg de G et une composante
de Levi Lg de Pg de la fac¸on suivante. Notons T le sous-tore maximal de G contenant g.
Plac¸ons-nous pour un instant sur une cloˆture alge´brique F¯ de F . Prolongeons la valeur
absolue |.|F a` F¯ . Notons ΣT l’ensemble des racines de T dans G sur F¯ . On note Σ1T ,
resp. Σ<T , l’ensemble des α ∈ ΣT telles que |α(g)|F = 1, resp. |α(g)| < 1. Alors il existe
un unique sous-groupe parabolique Qg et une unique composante de Levi Lg de Qg
contenant T , de´finis tous deux sur F¯ , de sorte que Σ1T , resp. Σ
<
T , soit l’ensemble des
racines de T dans Lg, resp. dans UQg . On ve´rifie que ces deux groupes sont en fait de´finis
sur F . L’e´le´ment g ∈ Mg(F ) est compact modulo Z(Mg). Quitte a` conjuguer g, on peut
supposer qu’il existeM ∈ L(Mmin) de sorte que g ∈M(F )ell. Un tel e´le´ment est compact
modulo Z(M). Il en re´sulte aise´ment que M ⊂ Lg, a fortiori Lg ∈ L(Mmin). Casselman
a prouve´ que θπ(g) = δPg(g)
1/2θπPg (g), cf. [7] the´ore`me 5.2. Ce dernier terme est calcule´
par la formule (3) ou` l’on remplace G et π par Lg et πPg . Cela de´montre le the´ore`me
suivant.
The´ore`me. Soit M ∈ L(Mmin) et soit m ∈M(F )ell. Alors on a l’e´galite´
θπ(m) = δPm(m)
1/2θMπQm ,comp(m).
Pour e´viter les confusions, e´crivons explicitement le terme apparaissant ci-dessus :
θMπQm ,comp(m) = D
Lm(m)−1/2
∑
L∈LLm (M)
(−1)dim(AM )−dim(AL)
∑
(FL,ν)∈Fac
∗
max(L)Lm−comp
mes(AL(F )\K
†
FL
)−1JLM(m,φπQm ,FL,ν,cusp).
De meˆme qu’en (4), on peut reformuler la de´finition de θMπQm ,comp(m) de la fac¸on
suivante. Fixons une fonction PQm : LLm(Mmin) → F(Mmin) telle que, pour tout L ∈
LLm(Mmin), P
Qm(L) ∈ P(L) et PQm(L) ⊂ Qm. On a alors
θMπQm ,comp(m) = D
Lm(m)−1/2
∑
L∈LMm(M)
(−1)dim(AM )−dim(AL)
∑
(FL,νL)∈Fac
∗
max(L)
mes(AL(F )\K
†
FL
)−1JLM(m,φπPQm (L),FL,νL,cusp).
Re´fe´rences
[1] J. Arthur The characters of supercuspidal representations as weighted orbital in-
tegrals, Proc. Indian Acad. Sci. 97 (1987), p.3-19
43
[2] J. Arthur On elliptic tempered characters, Acta Math. 171 (1993), p.73-138
[3] J. Arthur A local trace formula, Publ. Math. de l’IHES 73 (1991), p.5-96
[4] R. Beuzart-Plessis A local trace formula for the Gan-Gross-Prasad conjecture for
unitary groups : the archimedean case, pre´publication (2016)
[5] F. Bruhat, J. Tits Groupes re´ductifs sur un corps local : I. Donne´es radicielles
value´es, Publ. Math. IHES 41 (1972), p.5-251
[6] F. Bruhat, J. Tits Groupes re´ductifs sur un corps local : II. Sche´mas en groupes.
Existence d’une donne´e radicielle value´e, Publ. Math. IHES 60 (1984), p.5-184
[7] W. Casselman Characters and Jacquet modules, Math. Annalen 230 (1977), p.101-
105
[8] F. Courte`s Distributions invariantes sur les groupes re´ductifs quasi-de´ploye´s, Ca-
nad. J. Math. 58 (2006), p.897-999
[9] T. Haines, M. Rapoport On parahoric subgroups, Adv. in Math. 219 (2008),
p.188-198, appendice a` G. Pappas, M. Rapoport Twisted loop groups and their
affine flag varieties, Adv. in Math 219 (2008), p.118-198
[10] R. Kottwitz Isocrystals with additional structure II, Compositio Math. 109
(1997), p.255-339
[11] B. Lemaire Sous-groupes parahoriques d’un groupe re´ductif p-adique et descente
galoisienne ramifie´e, (2001) non publie´
[12] R. Meyer, M. Solleveld Resolutions for representations of reductive p-adic
groups via their buildings, J. fu¨r die r. und ang. Math. 647 (2010), p.115-150
[13] A. Moy, G. Prasad Jacquet functors and unrefined minimal K-types, Comment.
Math. Helvetici 71 (1996), p.98-121
[14] P. Schneider, U. Stuhler Representation theory and sheaves on the Bruhat-
Tits building, Publ. Math. de l’IHES 85 (1997), p.13-191
CNRS-Institut de Mathe´matiques de Jussieu
4 place Jussieu, 75005 Paris
jean-loup.waldspurger@imj-prg.fr
44
